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Resumo: o conceito de distancia ¢ de fundamental importancia para a Ciéncia. Basicamente,
uma vez traduzida para a matematica, a nog¢ao de distancia se define como uma fungao cujos
argumentos sao pares de nimeros reais e os valores sao numeros reais. Tal concepgao de
distancia (o espago métrico) esta presente em todas as areas da fisica, e tem por fundamento a
ideia intuitiva de que a distancia entre dois pontos é o tamanho de um caminho continuo entre
tais pontos. Este artigo apresenta um novo conceito de distancia, conceito este baseado nos
nameros transreais, criados pelo cientista da computagao James A.D.W. Anderson. Esta nova
concepcao de espago métrico (0 espaco transmétrico) permite a introduciao de distancias
infinitas, assim como distancias entre pontos entre os quais nao ha caminho continuo algum
(metaforicamente, uma distancia cuja imagem ¢é o “salto”).
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Abstract: The concept of distance has a main importance to Science. Basically, if one can
translate such notion into mathematics, the concept of distance is defined by a function whose
arguments are pairs of real numbers and values are real numbers. Such conception of distance
(metric space) is present in every realm of Physics, and finds its foundation on the intuitive idea
that the distance between two points is the size of a continuous path that links these points.
This article presents a new concept of distance, which one is built upon transreal numbers, a
new domain of numbers created by the english computer scientist James A.D.W. Anderson.
This new conception of metric space (transmetric space) allows the introduction of infinite
distances, as well as distances between points which there is not any continuous path
(metaphorically, a distance whose image is the “jump”).
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1. Introdugio

O conceito de distancia ¢ um dos mais fundamentais da ciéncia, em especial na fisica. Em
contextos de medigao, a distancia (assim como qualquer outra grandeza fisica) vem, usualmente,
expressa por um numero real. SO por isto, a ideia intuitiva de que pode haver distancias infinitas
entre objetos esta excluida de qualquer processo de medi¢ao, posto que nao ha nimeros reais
infinitos. De fato, em geral, o tratamento sistematico que o infinito recebeu na matematica esta
associado a concepgdes conjuntisticas, as quais nao se inserem, como postulado fundamental

de suas analises, que existem distancias entre os elementos do conjunto.

2. Cantor e o Tratamento Conjuntista do Infinito

Como exemplo paradigmatico do infinito tratado como conjunto (tratamento este que
exclui a possibilidade de falarmos em "distancias" infinitas), estd a abordagem pioneira de Georg
Cantor. Ao final do século XIX, o matematico russo, de formagdo alema, Georg Cantor
publicou dois artigos que sdo considerados precursores da teotia dos conjuntos'. Tais trabalhos
constituem uma sintese de resultados e conceitos que Cantor, desde a sétima década dos
oitocentos, ja desenvolvera em trabalhos sobre a expansao trigonométrica de fungoes reais, e
sobre as propriedades topolédgicas do continunm. Em grandes linhas, podemos afirmar que
Cantor introduziu o que hoje é chamada de “teoria ingénua de conjuntos” a partir da
necessidade de entender as propriedades estruturais do continuo numérico: o pano de fundo
das construcbes conjuntisticas de Cantor é a tentativa de analisar detidamente quais as
propriedades estruturais dos numeros reais. Na pesquisa de Cantor, a no¢ao de infinito é um
objeto precipuo da teoria conjuntistica: definir de forma satisfatoria a noc¢ao de infinito, a partir
da nocao de conjunto, é uma das tarefas a que se propde Cantor em seus artigos supracitados
(ver nota 1).

Mas nao ¢ s6 a defini¢ao de infinito que, a partir de conjuntos, encontra lugar na obra de
Cantor. A distingao entre enumeravel e nao-enumeravel também ¢ apresentada por Cantor em
termos estritamente conjuntisticos. Tal distin¢dao tem sua origem na compara¢ao que Cantor faz
entre os nimeros naturais e os pontos de um segmento de reta. Cantor, em 1874, mostrara que

hi mais pontos em um segmento de reta do que nimeros na sequéncia dos nimeros naturais™

1 Os artigos aqui mencionados apareceram em 1895 e 1897, no Mathematische Annalen, sob o titulo de “Beitrige zur
Begrundung der transfiniten Mengenlehre” (ver JOURDAIN, in CANTOR, [1941]).
2 Ver Cantor, “Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellenn algebraischen Zahlen”, [1874].
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Com este resultado, Cantor é levado a chamar os conjuntos que tém o mesmo “tamanho” dos
naturais de enumeravel, enquanto os conjuntos “maiores” que os naturais saio denominados de
“nao-enumeraveis”.

De fato, a teoria cantoriana nos oferece um quadro conceitual em que o infinito é
abordado sobre diversos aspectos. Neste quadro, destacam-se as noc¢Oes de #po ordinal e de
ndimero cardinal. Para chegar a tais conceitos, Cantor se utiliza da faculdade humana da abstracio
(CANTOR, {1, [1895]). Primeiramente, Cantor considera um conjunto como # agregado de
objetos perfeitamente intuidos pelo pensamento e distintos entre si. Neste agregado, podemos abstrair a
natureza dos elementos constitutivos, retendo a zuter-relacao entre seus elementos. Esta inter-relagao
entre os elementos de um agregado nos da a ordem confignracional do agregado; a esta ordem,
Cantor deu o nome de #po ordinal. (CANTOR,§7, op.cif). Vejamos um exemplo. Seja um conjunto

A de nimeros reais, definido por

A={x; xeRel<x<2}

Os elementos de A sio nimeros reais e estao dispostos de uma determinada maneira. De fato,
as propriedades estruturais da ordem interna de A4 sdo as seguintes:
a) Todo elemento de A ¢ um ponto de acumnlagio de A — qualguer que seja a vizinhanga
de qualguer elemento de A, ha infinitos elementos de A nesta vizinhanga;
b) O conjunto A ¢ denso nele mesmo: entre dois elementos quaisquer de A, ha nma
guantidade infinita de elementos de A;
9) Toda sequéncia de elementos de A que tenha limite, tem este iiltimo pertencente a A.
Tais propriedades estruturais dao o tipo ordinal de 4, tipo este que Cantor denominou de
6, o tipo otdinal do continno linear CANTOR, §11, 0p. cif). Chega-se a @ por abstracio da natureza
dos elementos de A (neste caso, numeros reais), mantendo, no resultado desta abstracio, as
propriedades estruturais acima descritas. De fato, A poderia ser um conjunto de massas de
atomos, de médulos de numeros complexos, de instantes de tempo, etc. Uma vez abstraindo a
natureza de seus elementos, o resultado seria a ordem abstrata pela qual o conjunto foi
estruturado em suas inter-relacoes posicionais, isto é, o tipo ordinal €. Para indicar que € surgiu
de A por meio de uma abstragio, Cantor usa uma nota¢ao similar a "4* = 6" (CANTOR, §7,
op.cil).
Além do tipo ordinal, outra propriedade que se depreende dos conjuntos ¢é seu nzimero

cardinal ou poténcia. A poténcia de um conjunto surge por uma dupla abstracao: dado um
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agregado qualquer, chegamos ao tipo ordinal por uma primeira abstragio. Podemos entio
abstrair a ordem inter-posicional indicativa do tipo ordinal do agregado em questao, chegando
a um numero que nos da a "quantidade" de puras unidades que constituem o agregado; este
namero é o que Cantor chama de cardinal ou poténcia. Segundo Cantor:

Chamamos de “poténcia” ou “numero cardinal” de M [um agregado] o conceito geral
que, por meio de nossa faculdade ativa de pensamento, surge do agregado M quando fazemos
a abstracdo da natureza dos varios elementos » [de M] e da ordem em que eles sao dados
(CANTOR, §1, gp.cif). Aqui cabe dizer que o conceito de poténcia reflete a “imagem abstrata”
que temos do conjunto ou agregado, sendo este ltimo uma realidade objetiva que independe
de nossa intuigao (CANTOR, [1883], p.80).

No exemplo anteriormente dado, podemos abstrair de A* = 6 a ordem de seus elementos.
Neste caso, o agregado resultante A™ = ¢ é o cardinal ou poténcia do continuo linear. A dupla
superposi¢ao do simbolo * indica que a faculdade de abstracio operou duas vezes sobre A para
chegarmos a poténcia c.

De posse das nogoes de tipo ordinal e de numero cardinal, Cantor pode desenvolver uma
maneira aritmética de tratar os conjuntos infinitos. De fato, uma das maiores contribui¢oes que
Cantor legou a matematica foi a aritmética transfinita, a qual tanto se aplica a tipos ordinais
quanto a numeros cardinais. No escopo da aritmética transfinita, a distingao entre finito e
infinito, fundamentada em Cantor na teoria dos conjuntos, aparece sob a forma de exce¢des
claras de principios ou leis aritméticas que valem irrestritamente em dominios finitos. Por
exemplo, a comutatividade da adi¢ao, regra de validade inquestionavel para os numeros finitos,
nao vale no ambito do infinito ordinal, embora valha para nimeros cardinais infinitos.
Consideremos, por exemplo, um conjunto infinito e enumeravel cujas relagoes de ordem se
deem sob a forma de uma sequéncia (entende-se que um conjunto esta dado sob a forma
sequencial se, e somente se, seus elementos estao “pareados” ou em correspondéncia bijetiva
com os numeros naturais). Segundo a teoria cantoriana dos conjuntos, o tipo ordinal de tal
conjunto é @, o primeiro ordinal transfinito (CANTOR, {15, [1897]). De acordo com a
aritmética transfinita, para qualquer niumero finito £, temos que:

E + o #Z o+ A

o que constitui uma flagrante violagao da comutatividade da adigao.
Desejamos estender o conceito de métrica a fim de termos distancias infinitas. Apesar de,

na teoria de Cantor, o infinito nao ter mais o carater apenas intuitivo, o conjunto dos nimeros
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transfinitos nao se mostra adequado para representar distancia, posto que, como ja comentado,
esta grandeza ¢ usualmente representada por numeros reais. Desta forma, necessitamos de um
conjunto que possua o infinito como nimero, mas que também possua os nimeros reais. Como
os transfinitos nao sio uma extensao dos reais, estes primeiros nao sao apropriados para

estender o conceito habitual de métrica.
Formalmente, um espago métrico consiste em um par (P, ), em que P é um conjunto de

pontos, e 4 uma fungio definida em I (o produto cartesiano Px P), cujos valores sio niimeros
reais que satisfazem os seguintes postulados:

Pl) dixy) = dpx)

P2) dixy) = 0.

P3)  dixy) = 0 se esdsex=y

Do) dpy) + i) 2 dpos)

Para que o infinito tenha uma acepcido métrica, é necessario que a propria nogao de
infinitude seja introduzida em contextos numéricos, o que nao foi feito na obra original de
Cantor. Este contexto ¢ encontrado no dominio dos transreais, nimeros criados pelo cientista
da computacio inglés James A.W.D. Anderson’.

3. Anderson e a Concepgao Axiomatica dos Numeros Transreais

Inicialmente, os numeros reais, em sua representagao linear, sao estendidos com a

introdugao das duas constantes seguintes (ANDERSON, [2007]):

a) 1/0 = oo
b) -1/0 = -o0.

Desta forma, chegamos aos nimeros reais estendidos:

) R* = R U {-0,00}.

3 Sobre os transreais, ver James Anderson, Transmathematics. How to divide by zero using only the operations of ordinary
arithmetic, but ignoring the prescription not to divide by zero, in such a way as to preserve the maximum information about the
magnitude and sign numbers, IN: www.booofparagon.com/Pages/Books/htm
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A partir dos reais estendidos, os nimeros transreais sao introduzidos por meio da

apresentac¢do da constante @, definida como se segue (ANDERSON, gp.cd):

d) 0/0=.

Finalmente, definimos os transreais R" como o seguinte conjunto:

e) RT = R* U {®}.

Os numeros transreais podem ser representados pictoricamente pelo diagrama abaixo:

4}

0
Figura 1

A constante @ (cujo nome dado por Anderson ¢ “nulidade”) ocupa uma posi¢ao fora da

reta estendida que representa o dominio dos reais estendidos R* = R U {-00,00}.
No que diz respeito a relagao de ordem que se estabelece nos transreais, chega-se a um

interessante resultado. Para todo nimero real r, os seguintes enunciados sempre sao o caso:

f) r < oo

g 0 <ot

Entretanto, a constante @ nio é ordenavel em R™: para qualquer nimero x € R,
sempre valem as seguintes proposi¢oes:
h) — (x < D);
) — (@ > x).

Metaforicamente, podemos conceber os reais estendidos como uma estrada infinita cujos
caminhos sdo percorridos em seus dois sentidos, sem que, com isto, os limites extremos desta

estrada possam ser atingidos de forma continua. Por sua vez, os transreais sdo visualizados como
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a mesma estrada, com o adendo de que, agora, ha um sol que a ilumina constantemente, sem
ser ponto de fuga de qualquer caminho que a estrada admita.

Ao contrario do ocorre com os transfinitos, os transreais constituem um dominio no qual
se pode definir uma “distancia” entre os elementos; e, neste caso, inclusive a possibilidade de
distancias infinitas (ou mesmo de valor “nulidade”) é perfeitamente aceitavel.

James Anderson introduz os transreais de forma intuitiva e axiomatica. Ele define os
transreais como sendo os reais unidos a trés novos elementos: infinito, menos infinito e o
nulidade. A concep¢ao de o infinito e o menos infinito unidos ao conjunto dos numeros reais
ja é conhecida. Em teoria de medida e integragdo, por exemplo, é comum trabalhar-se com o
conjunto dos reais estendidos. O nulidade, por sua vez, foi concebido por Anderson inspirado
na geometria projetiva. Um modelo para o plano projetivo se da identificando pontos a retas e
retas a planos. Mais precisamente, no espa¢o euclidiano XYz (que aqui sera tratado
indistintamente de ]R3) com origem 0, escolhe-se um plano 7 paralelo, ndo coincidente, ao
plano xy. Cada ponto P do plano m ¢ identificado a unica reta que passa por O e por P (Figura

2), e cada reta T em T ¢ identificada ao unico plano que passa por O e por 1 (Figura 2).

Figura 2

Assim, existe uma aplicac¢ao injetiva do conjunto formado por todos os pontos e retas em
T e o conjunto formado por todas as retas e planos em R3 que passam por 0. Porém esta
aplicacao ndo ¢ sobrejetiva, pois as retas contidas no plano xy que passam por 0 nao
correspondem a nenhum ponto em 7 (Figura 3) e o plano xy nao corresponde a nenhuma reta

em 710 (Figura 3).
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Observe que as retas contidas no plano xy que passam por O possuem vetor diretor do
tipo (x,y,z), onde z = 0 e x e ¥ nio sao simultaneamente nulos, e o plano Xy possui vetor
normal do tipo (0,0, w), onde w # 0.

Agora, notemos o seguinte. Sejam S uma reta em R3 que passa por O e (x,y, Z) um vetor
diretor de s. O vetor (x',y’,z") é também um vetor diretor de S se, e somente se, existe um
ntimero real k nio nulo tal que x = kx', y = ky' e z = kz'. Isto induz a seguinte relagio em
R3: dois vetores (x,y,2) e (x,y,2") em R3 sio ditos equivalentes se, e apenas se, existe um
nimero real kK ndo nulo tal que x = kx', y = ky' e z = kz'. Observe que para cada ponto no
plano T, existe uma unica classe de equivaléncia de vetores (x,Yy,z), onde z # 0. E
analogamente, para cada reta no plano 7, existe uma unica classe de equivaléncia de vetores
(u,v,w), onde u e v nio sio simultaneamente nulos.

A fim de se ter uma correspondéncia biunivoca entre os pontos no plano projetivo e as
retas em R3 que passam por O e uma correspondéncia biunivoca entre os retas no plano
projetivo e os planos em R3 que passam por O adotam-se as seguintes defini¢coes. Um ponto
no plano projetivo ¢ a classe de equivaléncia de todos os vetores (x,v,2) que sio vetores
diretores de uma reta em R3 que passa por 0, isto é, um ponto no plano projetivo é uma classe
de equivaléncia de um vetor em R3\{(0,0,0)}. Uma reta no plano projetivo é a classe de
equivaléncia de todos os vetores (U, ¥, W) que sio vetores normais a uma reta em R3 que passa
por O, isto ¢, uma reta no plano projetivo é uma classe de equivaléncia de um vetor em
R3\{(0,0,0)} (PENNA, 1986). Desta forma, a classe do ponto (0,0,0) nio faz parte do plano
projetivo.

Seja z = ¢, onde ¢ ¢ uma constante real nao nula, a equagdo do plano 7. Observe que
todo ponto de T tem coordenada (x',y’, ¢). Observe também que existe uma correspondéncia

biunivoca entre o conjunto das classes de equivaléncia de coordenadas (x,y,z) comz # Oco
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conjunto dos pontos (x',¥’,¢). A univocidade se da pelo fato de (x,y,2) ser equivalente a

xc yc - . . . . ,
(; Ty C). O que ndo faria sentido se z = 0. Com isso, considerar também as classes de pontos

da forma (x,y,z) com z = 0 e X ¢ y ndo simultaneamente nulos, contorna o problema de

xc yc 0 0 0 0\ , .
aparecer (?’7'6)' Anderson observa que o caso (6’6'6 ¢ deixado de lado. Para ele, a

inclusdo do ponto (0,0,0) no modelo projetivo pode ser aplicada em teotia da computa¢io
(ANDERSON, 1997). Anderson defende sua tese e se refere ao ponto (0,0,0) como um ponto
em nulidade.

Nao ha davida de que os nimeros transreais consistem em uma inovadora extensao dos
nameros reais. Anderson concebe os nimeros transreais de forma axiomatica. Estes axiomas
(em um total de trinta e dois) consistem em quatorze proposicdes que apresentam o
comportamento “esperado” das operagoes aritméticas (adigdao, subtracdo, divisio e
multiplicagdo) quando aplicadas aos reais, mais dezoito que regulam o comportamento
“desviante” de tais operagdes quando os estritamente transreals aparecem COMO argumentos.
Tais proposicoes “desviantes” sao as seguintes (a numeragao utilizada é a mesma que se encontra

no artigo original de Anderson):
Ad) @ta=ua
A5) a+ o= oo sendoa #-00 ¢ea#D;
A8) a—a =0, sendo a # 100 ¢ az @y
A9) @ =-@;
A10) a - co= -c0, sendo a# o0 ¢ az D;
Al1) c0- 0= @
Al3) Oxa= @;
Al6) o0 x0= @y
Al8)a/a =1, sendoa #0 ¢ a #tcoea # Dy
A19) (@')" = a, sendo a # -o0;
A20) 0= oo (definicio de o)
A23) coxa = oo se, e somente se, a>0;
A24) coxa = -co se, e somente se, a < 0;
A25) o> 0;
A30) para todo transreal a, a>0 ona <0 ona =0 ona= D;

A31) a x (b + ¢) = (axb) + (axc), se nao é caso de:(a = £ 00 ¢ sgn(b) = san(c) ¢ (b+¢) =D e
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b+ =0 f
A32) para todo X & R — { @}, existe um u € X, tal que para todoy € Y, comY <X, u <y

(excisténcia do elemento infimo) e exciste um v € X, tal que para todo y € X, com Y < X, y < (existéncia do

elemento supremo).

(0 axioma 32 afirma que R' — { @} ¢ um reticulado completo)

Em resumo, a aritmética dos transreais se da da seguinte forma:

Simétrico: -0 =0, —(®) = —oo, —(—0) = .
Reciproco: 07l = 0, ol = D, 0l = 0, (—oo)_1 = 0.
Adicio: ®P+x =@, oo+ x = {(D' xe{—co, ®} o+ x = { ®,  xefo,d)
1Ga0: x =, X = o, xg{—oo, (D}’ X = — oo, xe{oo, (D}'
o, xe{0,} @, x€{0,}
Multiplicagio: @ X x = @, 00 X x ={ 00, x>0 ,—0oXx=4{—, x>0
—00, x <0 0o, x <0

4. Os Numeros Transreais e o Conceito de Distincia Infinita

A introdugdo de fatores métricos nos transreais pode ser feita através de uma extensio
natural do conceito de espago métrico. Seja y uma funcio definida em (R”)?. Com valores

possiveis, Y admite nimeros reais ou 1/0 = o0, y é uma “generalizacao” de uma métrica d, se as

seguintes condi¢des forem satisfeitas (ANDERSON, [2008]):

1) Y(2,b) =y (b;2)
2) Y(a,b) =0 se,esése,a=h.

4 No axioma 31, sgn (x) ¢ a funcio sinal, definida da forma seguinte:
sex >0, sgn (x) = 1;

se x <0, sgn (x) =-1;

sex =0, sgn (x) = 0;

sex =@, sgn (x) = O
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3) Y(a,b) = 8(a,b) se, e sése,a#be (ab) e R
4) Y(a,b) =0 se,esése,a#b e (a,b) € [(RT)*-R?|

Podemos também definir uma fungao t, chamada #ransmétrica. Seja P um conjunto e T

uma funcio definida de P X P em RT. A funcio T é chamada de fransmétrica se satisfaz as

seguintes condi¢des (ANDERSON, zbiderns):

T1) t(a,b) = t(b,a)

T2) = (1(a,b) < 0).

T3) t(a,b) =0 se, e sose, a=b.
T4) = (t(a,b) + t(b,c) < T(a,c)).

Se os transfinitos de Cantor sao definidos como conjuntos, e como tais se mostram
inadequados as questoes métricas, 0 mesmo nao se diz dos transreais: na qualidade de um espago
(trans)métrico, ha sempre uma distancia definida entre dois elementos quaisquer e as leis que
regulam tais distancias sio dadas pelos postulados (T'1) - (T4).

A nogao de espago métrico é o fundamento matematico sobre o qual se apoia a ideia
intuitiva de “distancia”. De fato, uma distancia qualquer entre dois pontos é compreendida
intuitivamente como um caminho (em geral, um segmento de reta) que liga tais pontos; a
expressao matematica deste caminho, deste “pedago de espago retilineo”, é um numero real
maior ou igual a zero. Mas a intui¢ao de distancia nao precisa, necessariamente, estar presa a
ideia de um segmento de reta finito e expresso por um numero real. Podemos falar em
distancias infinitas ou mesmo de distancias que nao se definem por meio de nenbum caminbo
continno entre pontos, mas sao mais bem intuidas através da imagem de sa/fo entre pontos, ou algo
equivalente. Por exemplo, podemos falar sobre a distancia entre mundos possiveis, sem que,
com isto, queiramos significar uma distancia que possa ser expressa por um numero real, mas
sim por um numero infinito, ou mesmo por um nimero que indique a desconexao completa

entre tais mundos’. No dmbito dos nimeros reais (¢ mediante a nocio de espago métrico),

5 Um contexto em que a transmétrica pode ser dtil como estrutura para avaliar distancias entre mundos pode ser a
interpretacio que Hugh Everett III d4 ao principio de superposicao na fisica quantica. Grosso modo, Everett nos diz
que todas as solugbes lineares (autoestados) da equacido de Schrondinger estdo associadas a observadores em
mundos possiveis desconexos que avaliam o comportamento de um sistema fisico conforme os autovalores
correspondentes aos autoestados da superposicdo. Tais observadores estio “desconectados” uns dos outros, e,
portanto, nao pode haver uma distancia real entre eles; isto pode sugerir que a distancia entre tais observadores seja
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estamos impossibilitados de apresentar tais distancias, mas com a nocao de transmétrica isto é

perfeitamente possivel: no caso de distancias infinitas, obviamente o transreal o0 se presta para

tanto; para expressar o caso de “desconexao completa” entre os objetos que distam entre si, 0

transreal @ aparece como o candidato mais adequado.

infinita ou expressa pelo numero transreal ®. Sobre a interpretagdo dos estados quinticos superpostos como
mundos possiveis, ver Everett, [1973])
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