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Resumo: Livro que marca o inicio do projeto logicista de Russell, Principles of Mathematics
¢ uma verdadeira cornucopia de ideias novas na Logica, na Matematica e na analise da
linguagem que dara origem a Filosofia Analitica. Embora o projeto logicista nio tenha
sobrevivido as suas dificuldades (mormente o problema do paradoxo e posteriormente o
teorema de Gdédel), o projeto desenvolveu grandemente a Logica, agregando a ela a teoria
dos conjuntos e a teoria das relagdes, ambas formalizadas em linguagem simbolica; ainda, é
na lida com as dificuldades do projeto que Russell desenvolve sua teoria da denotacido
(esbogada neste livro e completada no artigo de 1905), que da origem a Filosofia Analitica.
Neste artigo discorremos sobre a formula¢ao da légica tripartite de Russell nesta sua primeira

versao.
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Abstract: Book that marks the beginning of Russell's logicist project, Principles of
Mathematics is a true cornucopia of new ideas in Logic, Mathematics and the analysis of
language that will give rise to Analytical Philosophy. Although the logicist project did not
survive its difficulties (mainly the problem of paradox and later Gédel's theorem), the project
greatly developed Logic, adding to it the set theory and the theory of relations, both
formalized in symbolic language; still, it is in dealing with the difficulties of the project that
Russell develops his theory of denotation (outlined in this book and completed in the 1905
article), which gives rise to Analytical Philosophy. In this article we discuss the formulation
of Russell's tripartite logic in his first version.
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L. INTRODUCAO

Russell em Frege, trabalhando separadamente, procuraram desenvolver uma
fundamentagao légica para a Matematica, projeto que ficou conhecido como logicismo. De
uma forma bastante simplificada, o logicismo surge na necessidade de fundamentacio da
Matematica e da Geometria, uma vez que o surgimento de novas geometrias colocou em
xeque as justificagOes kantianas para ambas, em termos de intui¢des puras de tempo e de
espaco.

Do lado de Russell, seu trabalho nasce de sua tentativa ainda hegeliana de desenvolver
uma “Enciclopedia dialética das ciéncias”. Este seu projeto da juventude, também conhecido
por “projeto Tiergarten”, hoje nos esta disponivel na forma de manuscritos, coligidos pela
Universidade McMaster de Toronto, e contidos nos 22 volumes da série The Collected Papers
of Bertrand Russell.

Durante este periodo, Russell debrugava-se sobre os problemas da matematica como
o da formagao do conceito de numero, e também dos da geometria, como a contradi¢ao
unicidade e multiplicidade do ponto, dentre outros. A maior parte dos textos que compoem
o Principles of Mathematics (PoM) publicado ¢ oriundo desta fase; e também ¢ destes
estudos que nasce o material para sua dissertacio de fellowship em Cambridge, sobre as
novas geometrias, posteriormente bastante modificado e publicado sob o titulo de Essay on
the Foundations of Geometry (Ensaios sobre a Fundamenta¢ao da Geomettria).

Embora o projeto logicista tenha falhado tendo em vista primeiro a impossibilidade
de se eliminar os paradoxos (“o” Paradoxo de Russell principalmente, mas este se manifesta
de muitas maneiras diferentes conforme a formulagao e os contornos que Russell oferece ao
problema); e segundo, o teorema da incompletude de G6del, que afirmara que todo sistema
légico ou é completo ou é consistente, nao podendo ser ambos a0 mesmo tempo; o que
esfriou os animos do projeto de fundamentagao da Matematica pela Logica pelo menos por
algum tempo.

Nao obstante, o projeto logicista é profundamente fecundo em termos do
desenvolvimento da Logica ela mesma (a propria descoberta dos paradoxos é que leva ao
teorema de Gdédel e outros desenvolvimentos, como o reconhecimento da importancia de

outras logicas como por exemplo a légica paraconsistente).
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Nesta primeira tentativa de Russell em PoM, a real dimensdo do problema dos
paradoxos ainda nao estava clara; Russell acreditava poder eliminar a dificuldade com algum
trabalho — trabalho que acabou por lhe tomar, a ele e a Whitehead, dez anos para a producio
dos trés volumes do Principia, e no qual a solu¢do adotada — a teoria dos tipos — é duramente
criticada por Wittgenstein no Tractatus.

Assim, a sua primeira formulagio de uma légica para embasar a Matematica pode
parecer ingénua. Porém veremos pela primeira vez (a parte do trabalho de Frege, ainda
desconhecido por Russell), dois desenvolvimentos importantes: uma teoria de conjuntos
formalizada, e uma teoria das relagdes formalizada. Da primeira Russell tira a nogdo de
namero, e a segunda resultara na teoria da denotagao (ja rascunhada em PoM), teoria que,
publicada em On Denoting em 1905, s6 sera seriamente criticada por Kripke 60 anos depois.

Esses desenvolvimentos tornam a formula¢ao da Loégica em Principles uma pega

importante na histéria da Logica e da Filosofia Analitica.

2. O QUE E MATEMATICA PURA PARA RUSSELL

Comecemos com o que é matematica para ele; em particular, o que é matematica
“pura”. Aqui o adjetivo nao se contrapoe principalmente a “aplicada” (embora obviamente
o faca) como em outros livros de matematica (conforme veremos) mas sim ao que
chamaremos de “modelos” da matematica pura.

Se tomarmos, por exemplo, o livro A Course in Pure Mathematics de G. H. Hardy [7]
(contemporaneo de Russell no Trinity College), veremos que o livro inicia-se diretamente
com a definicdo de nimeros racionais: “..Uma fracio r = p/q, onde p e q sao inteiros
positivos ou negativos, é chamada um numero racional.” (p. 1). O livro de Hardy aqui é

tomado como um exemplo do que Russell chama de “matematica usual” 2. Compare-se

aquele primeiro paragrafo com o primeiro paragrafo de PoM:

! Num paralelo com o sentido 16gico de “modelo”, isto é, uma znterpretacio de um sistema axiomatico.

2 Hardy foi aqui tomado como exemplo de “matemética usual” e contraponto do sentido matematico usual de
“matematica pura” ao sentido atribuido por Russell a esta expressio, por dois motivos: por ser um
contemporaneo e colega de Russell, por explicitar o termo “matematica pura” em seu livro, e por ser referéncia
na matematica. Nao obstante, qualquer livro moderno de matematica “pura” iniciara sua jornada ja com a
definicdo de nimeros reais (ou inteiros, racionais, irracionais e entdo reais), tomando estes como os objetos de
sua disciplina, ou seja, sera uma interpretacio ou modelo do sistema mais geral de “matematica pura” de Russell.
Veja-se por exemplo Bloch [17], Belding e Mitchell [18] ou Kaplan [19]. Este dltimo refere-se a Hardy como
exemplo de “...trabalhos mais avangados” (p.14) e ja comega com as propriedades dos reais. Bloch refere-se aos
postulados de Peano, mas sempre considerando os objetos como “numeros”; Belding e Mitchell mostram a
constru¢io dos reais de Dedekind, mas seus objetos também sao numeros.
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Matematica pura ¢ a classe de todas as proposicoes da forma ‘p implica q’
onde p e g sdo proposicoes contendo ou mais variaveis, as mesmas nas duas
proposi¢oes, e nem p nem q contém nenhuma (any) constantes exceto
constantes légicas. 7 (PoM {1)

A definicao acima, de matematica pura como uma classe de proposicoes que contém
uma implicagdo e contém variaveis e nao contém constantes outras que nao as légicas, coloca
a matematica pura russelliana num grau de generalizagdo superior (na verdade dois graus)
aquele que usualmente considera-se que a matematica possua. E uma definicio que passou
pelo processo de analise russelliana descrita mais adiante.

A utilizagdo da implicagao formal (vide discussio mais adiante) na defini¢ao de
matematica pura tem para Russell a vantagem adicional de se considerar todas as afirmagoes
da matemadtica como hipotéticas, independendo portanto da existéncia dos respectivos
objetos.

Nos afirmamos sempre em matematica que se uma certa afirmacio p é
verdade de qualquer entidade, ou de qualquer conjunto de entidades x, y, z,

. entdao alguma outra afirmacio q é verdade para aquelas entidades; mas
ndo afirmamos tanto p quanto q separadamente de nossas entidades. Nos
afirmamos uma relacdo entre as afirma¢des p e g, a qual eu chamarei de
implicagao formal. (PoM § 5).

Russell chega a essa generalizagdo por substituicoes consecutivas de constantes por
variaveis. Por exemplo, na implicacio se Socrates é grego entio Socrates é homem, uma
primeira substituicao nos traz se x é grego entdao x ¢ homem. Individualmente, a veracidade
destas func¢des proposicionais dependera dos valores de x; a implicagao, nao obstante, é
sempre verdadeira para qualquer valor de x; entretanto ainda depende de constantes nao
logicas como “grego” e “homem” (sobre o problema desta implicagio formal veja nosso
préximo topico). A mesma implicacdo com outras constantes pode nao funcionar. Nao é
uma implica¢do formal. A matematica pura requer uma segunda generalizagao: no exemplo
de Russell, se a e b sdo classes, e a estd contido em b, se x é a entdo x é b. Agora temos apenas
variaveis, e as constantes logicas: “classe”, “esta contido em” e “implica” (embutido na
estrutura “se... entao”).

Esta ultima proposicio ¢ um tipo de proposicio da matematica pura, isto &,
representa uma classe de relagao entre variaveis que, neste momento do desenvolvimento da
filosofica de Russell, assumem irrestritamente qualquer tipo de valor. A matematica pura esta

interessada apenas em tipos de proposicao, que refletem classes de relagGes entre variaveis.

133



Synesis, v. 12, n. 1, p. 130-151, jan/jul 2020, ISSN 1984-6754

© Universidade Catolica de Petropolis, Petrépolis, Rio de Janeiro, Brasil

A Aritmética por exemplo trabalha com ndmeros e estes mantém entre si
determinados tipos de relagoes. Entao, por exemplo,

x é ndmero A y é nimero .D. (x+y)* = x*+2xy+y’

mas a veracidade da implicagdao que constitui a classe de proposi¢cdes da matematica
pura é garantida mesmo que x e y ndo sejam numeros (desde que as operagoes de “+7 e «.”
sejam convenientemente definidas para outras interpretagcdes, no que Russell afirma nio
haver dificuldade).

Assim, cada ramo da matematica lida com classes de entidades que compartilham
relagoes de um mesmo tipo. E um tipo de relagao significa #ma classe de relagies “caracteriada
pela identidade formal acima das dedugoes possiveis em relagao aos vdrios membros da classe...” (PoM §8).
E um tipo de relagoes ¢ definivel com constantes apenas ldgicas (uma vez que se acrescente
a logica “usual” o calculo de classes e o calculo de relagdes.

Russell coloca desta maneira os ramos da matematica como “modelos” ou
interpretacdes de tipos de relagdes. Por exemplo, a geometria euclidiana e os nimeros
complexos compartilham as mesmas classes de relagdes, generalizaveis em proposi¢des da
matematica pura, constituindo assim interpretagoes desta. As interpretacdes ou ramos da
matematica consistem em restricdes aos tipos de variaveis da matematica pura, e iniciam-se
com uma hipétese adicional como “S é um espago euclidiano” (ou na forma construtiva,
“Seja S um espago...”). Esta defini¢do claramente se aplica a matematica pura de Hardy (ou
o que Russell chama de a “matematica usual”): ela é portanto uma interpretagio ou modelo
da matematica pura russelliana.

A matematica “aplicada” para Russell, como na tradi¢ao da Fisica dos Séculos XVII
e XVIII, é aquela cujas constantes sio provenientes do mundo real, e devem portanto ser
empiricamente determinadas.

Com esta construcao Russell remete os indefiniveis, as premissas e as proposicoes
indemonstraveis da matematica para a Logica, fazendo a primeira ser passivel de ser obtida
da segunda pelas regras de deducao desenvolvidas por Peano.

Russell “salva” a matematica dos indefiniveis e das demais dificuldades, trazendo a
luta para o terreno da légica, onde pretende travar sua batalha antes de voltar triunfante para

a redefinicao dos termos da matematica. E o mesmo método analitico que Russell para as




Synesis, v. 12, n. 1, p. 130-151, jan/jul 2020, ISSN 1984-6754

© Universidade Catolica de Petropolis, Petrépolis, Rio de Janeiro, Brasil

proposi¢oes e que Hager [8] afirma ser a unidade no pensamento russeliano, através de todas
as suas fases®.

Mas antes disso, pode-se observar, a propria definicao de matematica de Russell ja
passou pelo processo de analise l6gica descrito por Hager para a analise de proposigoes: o
método é o mesmo para a analise de sistemas mais complexos como a matematica e a logica.
Da matematica “acritica” (“usual”) dos manuais escritos por matematicos, Russell chega a
uma defini¢do de matematica reconstruida e descrita em estruturas puramente logicas:

proposigoes e a relaciao de implicagao formal.

3. O QUE E LOGICA SIMBOLICA (OU FORMAL) PARA RUSSELL

Russell define a l6gica formal ou simbélica em PoM como “o estudo dos varios tipos
gerais de deducao” (§11 p. 10), e a divide em trés partes, cada uma com seus indefiniveis e
axiomas: o calculo de proposi¢oes, o calculo de classes e o calculo de relacGes. As duas
ultimas partes apoiam-se na constru¢ao da primeira, que conta com dez axiomas. Tendo em
vista estes, e o fato de Russell considerar o calculo de proposi¢ées primitivo em relagio aos
outros dois, o nimero de axiomas destes é reduzido.

Como indefinfveis esséncias aos trés calculos Russell estabelece primeiramente a
no¢ao de implicagdo e implicagao formal. Os dois tipos de implicagio sao os Gnicos
indefinfveis (ou o tnico indefinivel que se apresenta em dois tipos) do calculo de proposicoes.
Tal colocara complexidades e dificuldades em alguns dos axiomas, mas torna o sistema
bastante elegante.

Em seguida implicagdo entre proposi¢des que nao contém variaveis, a relagao entre
um termo e a classe de que é membro, a nogao de tal que (such that), a nogao de relagio, e
verdade. Todas as afirmagoes da logica simbdlica podem ser postas por estes principios.

A primeira e mais fundamental, desde a definicio de matematica pura, para o

constructo logico de Russell, é a nogao de implicagao, material e formal, e em particular a

3 Hager descreve o processo de analise de Russell através de um modelo de trés fases: primeiro, parte-se de
“resultados nao-analisados”, que sdo proposicoes “brutas” (isto é, ndo criticamente analisadas) que relacionam
objetos do senso comum entre si ou com suas propriedades; segundo, a analise l6gica volta-se criticamente para
as premissas da proposicio, por um processo de inferéncia, descrevendo particulares, propriedades e relacoes;
e terceiro, a sintese légica retorna ao (agora analisados) resultados, reconstruindo a proposi¢ao original em
estruturas puramente logicas. Hager [8] p. 26. Observo aqui que o processo é o mesmo para a analise da
matematica: Russell parte da matematica acritica ou “usual” como chama, volta para seus pressupostos e
reconstrdi a defini¢do em termos de estruturas logicas: proposicoes e a relagiao de implicacdo formal.
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segunda. Enquanto outros autores consideram indiferente quais as nogdes primitivas com as
quais se constroi um sistema de logica, sendo a escolha dos primitivos dos quais se inferird
todo o sistema mais ou menos arbitraria, e sistemas diferentemente definidos como
equivalentes.

Em Russell ndo ha tal indiferenca. Russell tem uma justificativa filoséfica para
considerar a implicagdo como relagao primitiva e indefinivel, e derivar as demais a partir dela:

pois para ele a implicagao esta na base de toda a inferéncia valida.

Mas ¢ claro que onde nés inferirmos de maneira valida uma proposicio de
outra, nés o fazemos em virtude de uma relacio que se mantém (holds)
entre as duas proposi¢oes, quer percebamos ou ndo (..). A relacio em
virtude da qual é possivel para nés inferir de uma maneira valida eu chamo
de implicacdo material. (PoM § 37)

Entido o raciocinio légico valido, e com ele o matematico, depende de implicagoes
formais.

As defini¢des de implicagao material e implicagao formal sdao discutidas na segdo a
seguir. Russell distingue as duas e utiliza em PoM o termo “implica’ para a primeira € a

construgao “se... entdo...” para a segunda®.

Implicagao material e implicagao formal

Comecemos pela implicagio material. Para Russell, existe uma relagdo entre
quaisquer duas proposicdes® que se mantém verdadeira sempre que a primeira for falsa ou
a segunda for verdadeira. Russell compara esta relagao com a relagio de “menor ou igual”
entre comprimentos de uma classe de comprimentos de uma ou duas polegadas®.

O fato da relagao ocorrer entre proposi¢coes e somente entre elas permite que Russell
se utilize da expressdao p D p como premissa de outras implicag¢oes (por exemplo, implica¢bes
formais) para garantir a um tempo que as variaveis de p possa variar sem restri¢coes (como
ainda pretende Russell em PoM), de um lado, e, de outro, que uma proposi¢ao complexa que

contenha aquela premissa ainda seja uma proposicao valida, mesmo que falsa. Como

* Neste estudo, sempre que utilizarmos notagio simbélica, “D” serd o “implica” de Russell (ou seja, implicacio
material), e “D,” (implica para todo x) sera o “se...entdo” de Russell ou a implicacdo formal.

> Mas somente entre proposicdes; isto ¢, os relata da relagio devem ser proposi¢des completas.

® Terfamos neste exemplo uma tabela-verdade similar a da implicagio material: 2<2 (V); 2<1 (F); 1<2 (V) e

1<1 (V).
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somente proposicoes podem implicar ou serem implicadas (sio dois dos dez axiomas do
calculo de proposicoes de Russell), p D p garante que p seja uma proposicao.

Russell ressalta as dificuldades psicoldgicas de se aceitar esta relagao, mas afirma que
ela existe quer nos pareca familiar ou nao. Ela esta na base das inferéncias (por exemplo, nas
dedugodes euclidianas), nio podendo entretanto ser confundida com a nogdo de “portanto”
(therefore): esta é valida para diferentes entidades. A primeira refere-se a proposi¢oes afirmadas
como verdadeiras (asserted); enquanto que “implica” refere-se a relagbes apenas
hipoteticamente consideradas.

A objecio de que uma inferéncia usualmente necessita de mais de uma premissa,
Russell afirma que qualquer nimero de proposi¢oes afirmadas simultaneamente constituem
uma unica proposi¢ao e podem ser tratadas como tal. Esta observa¢ao também ¢é importante
para a compreensao de detalhes da notagao russelliana como veremos na implicagao formal.

Em suma, a relagdo de implicagdio é uma relacdo entre duas proposi¢oes que é
hipotética (isto ¢, quando se afirma a implicagao nao se afirma a proposi¢ao antecedente ou
a consequente isoladamente), “objetiva” (isto é, nao depende de que a percebamos) que se
mantera sempre que a primeira proposicao for falsa ou a segunda verdadeira.

Passemos a implicacao formal, onde estas premissas sio fundamentais, pois procura-
se uma implicacdo que seja verdadeira sempre. Russell utiliza “se...entdo...” para a implicacdo
formal e “implica” para a implicacao material. Usualmente tal distingao de notag¢do nao ¢
feita em livros de 16gica’. Assim, a proposicao complexa “se x implica y e y implica z entio
x implica z” é composta por trés implicagdes materiais e uma implicagao formal.

O conjunto de premissas verdadeiras de uma inferéncia pode ser representada por

uma classe k cujas proposi¢coes devem ser todas verdadeiras se quisermos prosseguir com

7 Cf. p. ex.: Mendelson [20], que justifica a tabela-verdade da implicacio pelo fato de querermos que A.BDB
seja verdade sempre (compare-se com p € k D p, se |k|=2); Shoenfield [9] s6 fala de implicagio, que define
como TAVB; Hodel [21], Kleene [22] e Tarski [23] explicitamente identificam as duas formas (material e
formal), mas nao extraem dai consequéncias para a notagdo. Quando alguma distingdo ¢é assinalada, esta é
utilizada para discutir a diferenca entre a implicagdao logica e a senten¢a condicional na linguagem comum
(tmplicatura conversacional, onde se exigiria uma “coeréncia” entre as proposicées da implicacio cf. Del.ong [24]
e Haack [25]). Tarski, DeLong e o préprio Russell rejeitam as criticas oriundas da linguagem comum as
sentencas condicionais l6gicas. O primeiro afirma que a linguagem comum nio contém sentencas com sentido
determinado e preciso. O segundo argumenta que nenhuma outra fun¢éo aproxima-se tanto do que a linguagem
comum ou o estado de coisas representam por “se..entdo...”’. Russell argumenta que se confunde, a esse
respeito, “implica” com “portanto”, quando este ultimo indica um raciocinio conclusivo e o primeiro
simplesmente reflete uma relagio entre duas proposi¢oes, que existe sempre que a primeira for falsa ou a
segunda for verdadeira.
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nossa inferéncia valida. A maneira de se garantir isto ¢é estabelecer a condicio p € k D p (¥),
precedida pela condigio exposta acima de que p deve ser uma proposi¢ao. Entdo a
formulacdo completa seria

pO2p.2Oxpek.Dp

Russell considera a implicagdo formal um dos indefiniveis da logica simbdlica; e
portanto nao oferecera dela uma “defini¢ao”. Oferece, ao invés disto, uma longa discussao e

uma explicagao sintética no sumario do capitulo capitulo III de PoM.

Para o estudo técnico da Légica Simbélica é conveniente tomar como unico
indefinivel a no¢do de implicagdo formal, i.c., daquelas proposi¢es como x
¢ homem implica x é mortal para todos os valores de x” — proposi¢des cujo
tipo geral é: ‘@ (x) implica §(x) para todos os valores de x’ onde P(x), P(x),
para todos os valores de x, sio proposi¢cbes. PoM {12 p. 11.

A implicagao formal portanto sé é explicada de uma forma sintética depois que os
problemas da implicagdo sao discutidos, e o indefinivel “todo” (every), ao lado do conceito

de assercao, sao estabelecidos. Vamos comegar de tras para a frente.

Para sumarizar nossa discussio de implicagdo formal: uma implicagio
formal, dissemos, ¢ a afirmacio de toda (every) implicacio material de uma
certa classe; e a classe de implicagbes materiais envolvidas €, nos casos
simples, a classe de todas as proposi¢des nas quais uma dada assercio fixa,
feita a respeito de um certo sujeito ou sujeitos, é afirmada para implicar o
mesmo sujeito ou sujeitos. PoM §45 p. 41.

A implica¢ao formal conforme discutida por Russell em PoM é:

a) Uma relagao entre uma fungao proposicional antecedente e uma funcao
proposicional consequente. Isto significa que é bastante diferente de uma implicacdo
material, pois esta s6 pode ser verdadeira se ocorrer entre proposi¢oes, ¢ uma funcio
proposicional nao é uma proposicao (nao pode ser valorada), mas define uma classe de
proposi¢oes correspondente aos valores constantes que suas variaveis podem assumir.

b) E verdadeira sempre, para todos os valores das variaveis (todo termo — every
term, vide abaixo), desde que, enfatiza Russell, que as variaveis assumam sempre os mesmos

valores no antecedente e no consequente.

& Esta condigio proibe p de ser falso e pertencer a k sob pena da implicagio ser falsa. Deve ainda, para cumprir
com o fim a que se destina, ser complementada pela condi¢io de p ser uma proposi¢io (p 2 p). E.g. se |k| =2
(k s6 tem dois elementos), temos p.q D p e p.q 2 q.
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C) As variaveis da implicagio formal sio chamadas por Russell de “varidveis
aparentes’, seguindo Peano. Peano chamava de aparentes as varidveis de cujo valor a
veracidade da proposicao independe. F o caso da implicacio formal, que serd verdadeira para
quaisquer valores das variaveis das fungdes proposicionais. Russell compara as variaveis
apatentes da implicacdo formal as vatidveis de uma integral definida (PoM § 13)°.

d) Afirma nao uma proposi¢ao, mas uma classe de proposi¢des verdadeiras, e,
como seu valor verdade nio depende das variaveis que contém, ¢ #ma proposicao™.

e) Mantém entre antecedente e consequente uma relagdo “mais forte que” a

implicagao material pois possui sempre uma outra relagio em adigao a esta.

Isto parece mostrar que uma implicacio formal envolve algo sobre e acima
da relacio de implicagdo [material], e que alguma relagdo adicional deve valer
onde um termo pode ser variado. PoM §42 p. 39.

Esta relagdo adicional que torna a implicagio formal “mais forte” pode ser por
exemplo uma relagao de inclusio de classe, como em “x ¢ homem implica x ¢ mortal”; ou,
em outro exemplo, uma relagdo de ordem, como “A ¢ antes de B implica B ¢é depois de A”.
Na implicacao formal, estas relagoes (de inclusao ou de ordenamento ou outras) sobrepdem-

se a relacao de implicacao material. Na maior parte dos casos (mas nao todos), afirma Russell,

pode ser manejada com o conceito de asser¢ao (vide mais abaixo).

f) Antecedente e consequente tem a mesma variavel ou o mesmo conjunto de
variaveis.
Q) As variaveis das fungdes proposicionais sio os sujeitos das proposigdes

obtidas quando se substituem os valores das variaveis por constantes.
h) A parte da proposicao assim obtida que nao ¢é o sujeito, isto ¢é, o predicado
[1F4

mais o verbo, Russell denomina “assercio”. A assercio em “Socrates é homem™ é “é

homem”. Tendo em vista isto e d) e ¢), a implicagao formal contém duas asser¢des sobre o

9 Russell quer dizer que uma integral definida como fxrin f(x)dx serd F(m)-F(n), que é um niimero constante,
independentemente do valor de x. Por exemplo, se fizermos naquela integral fx) = 3x%, n=1 e m=5, teremos
F(x)=x3, F(m)=125, F(n)=1 e¢ F(m)-F(n)=124, o qual ¢ um nimero Real constante. A variavel x s6 serve para
o célculo da primitiva (F) da funcio (f), depois ela desaparece. O leitor percebera de pronto que a comparagio
de Russell ¢ limitada; aqui a varidvel é de fato apenas uma conveniéncia de notacgdo e de cilculo; 14 ela é uma
varidvel que realmente varia, e o fato da implicacdo formal ser verdadeira para qualquer valor desta variacio é
justamente o que torna util e relevante a proposicdo que contém a implicacdo formal.

1% Importante para a compreensdo da proposi¢io russelliana é o fato de que Russell profbe apenas fungdes
proposicionais de variaveis reais de serem proposi¢ées (pois seu valor verdade depende do valor da variavel);
funcoes proposicionais de variaveis aparentes sao verdadeiras para quaisquer valores das variaveis e portanto sio

proposigies.
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mesmo sujeito ou os mesmos sujeitos. E esta é uma das relages gerais que se sobrepéem a
relagao de implicagao material na implicagao formal. Este caso inclui os dois exemplos em
).

1) E essencial 4 implicacio formal que suas assercdes valham para todo termo,
conforme em b). Para Russell, isto demonstra que a nog¢ao de asser¢ao, bem como a do
indefinivel todo termo (every term) sao primitivas em relagdo a classe, e que portanto esta

ultima nao é adequada para explicar a implicagao formal.

O calculo de proposigoes

Além dos indefiniveis mencionados, o calculo de proposi¢oes consiste de dez
axiomas, a saber!®:

L p29.2p29q

(Lé-se “se p implica q entdo p implica q”). Isto significa que se p e q sao proposig¢des,
a implicag¢ao material que os relaciona sera uma proposi¢ao.

2. pPPq2pePp2p

Isto ¢, se p implica alguma coisa, entdo p é uma proposicao.

3. P2q.2p-924q

Isto é, se q é implicado por alguma coisa, q é uma proposigao.

4. Uma hipétese verdadeira em uma implicacio pode ser descartada, e a
consequéncia afirmada® .

Russell introduz entre o quarto axioma e o quinto, a definicdo de uma afirmagao
conjunta de duas proposi¢oes (produto logico de duas proposi¢oes ou conjungao):

(@) [p2p .D. qOq :D.] pq =der. P2(qO1) .Dp g ¢ € verdadeira.

As implicagdes entre colchetes correspondem as premissas da definigdo, e estas sao
as de que p e q sejam proposicoes. “pq” ¢ a notacao de Russell para a afirmacao conjunta
(ou produto l6gico) das proposi¢oes p e q; para frases mais longas utiliza o “A”. Note que a
complicagdo da defini¢ao ¢é o fardo que Russell carrega por ter escolhido a implicagio como

nogao primitiva (e portanto nao pode utilizar “e”, por exemplo, como em “pIp A qOq”. Ao

1 Optei por apresentar os axiomas em linguagem simbélica pelas vantagens de economia que ela oferece.
Russell os apresenta em inglés, com o termo “implica” para implicacdo material e “se...entdo...” para implicacio
formal. Lembrando que p D p significa que p é uma proposicio; e que os termos que antecedem a implicagdo
sao antecedentes ou hipéteses, e o que a sucede sio 0s consequentes.

12 Russell afirma que este principio nio pode ser formalizado, mas corresponderia a um modus ponens: p D q ; p
... q; entretanto Russell ainda ndo axiomatizou o silogismoe entao nao pode chama-lo assim.
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invés disso ja tem que afirmar o produto logico entre as duas implicagdes, pDp e qOq. A
defini¢do “pD(qDr) .D.p,q,r r é verdadeira” equivale a afirmagao “p € k .D. p”’ como vimos
acima, sem o uso de classes e da nogao de relagio membro-classe (“€”), pois os axiomas do
calculo proposicional sao primitivos ao calculo de classes.

A partir desta defini¢do, Russell pode utilizar o produto légico, que equivale ao “e”,
e que escreveremos “A” ou simplesmente as duas proposigoes justapostas (como “pq”).

5. P2p A 929 .2pq Pg2p

Este é o principio da simplificacdo, e significa que a afirmagao conjunta de duas
proposi¢des implica na primeira. Novamente, as duas primeiras implicagoes sao premissas, e
a implica¢ao formal (.Dp,q.) significa que o principio ¢ verdade sempre.

6. pP2q A q>Dr Dy pOr

Este ¢ o axioma que garante o silogismo. As premissas sio garantidas pelos axiomas
(2.) e (3.), e pela definicao de produto logico: p, q e r sao proposig¢oes.

7. pP2p A g2q . ApD(qDL) :Dpgr PYOL

Este principio Russell denomina importacio. F a definicio de produto légico as
avessas. Russell exemplifica da seguinte maneira: se eu chamar fulana entio, se ela estiver em
casa entdo serei admitido implica em se eu chamar fulana e ela estiver em casa entdo serei
admitido.

8. p2p A qOq.A. pgOr Dy pO(qO1)

Principio da exportagao; é o axioma (7.) as avesas e equivale a definicio ().

9. P2QAPIT Dpgn pIr

Principio da composi¢ao: a veracidade das duas implicacGes conjuntas de mesmo
antecedente implica formalmente que este antecedente implica os dois consequentes
conjuntamente.

10. p2p A g2q .2 [(P29)2p)=2p]

Principio da reducdo. Russell admite parecer menos auto-evidente que outros

axiomas mas argumenta que equivale a outros axiomas auto-evidentes, e pode ser totalmente
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descrito através de implicagdes™. O axioma é necessario a definicao de axiomas envolvendo
negac¢io™.

Os demais operadores l6gicos sio derivados desses axiomas da seguinte maneira:

a) Disjungao ou adigao logica: pVq =def. (pDq)Dq

b) Negagao: 7p =def. rDr .Dr. pDr . Isto é, a proposicao falsa é aquela que

implica qualquer outra, verdadeira ou falsa.

O calculo de classes

Peano desenvolvera o calculo de classes sobre dois indefiniveis, classe e relagao de
pertencimento (wembership). Russell aceita o indefinivel “€”, mantém a forma de ler de Peano:

x € k significa x é classe, ou pertence a classe das classes; “Socrates € homem™ se 1é “Socrates
¢ homem”; pertencer a uma classe é “ser” um membro da classe; contudo quer definir classe
em seus proprios termos, observando que, embora o desenvolvimento de Peano seja
filosoficamente mais correto, para efeito de calculos formais necessita-se de um sistema mais
convenientemente formalizado.

Russell assim parte de trés indefinfveis para construir o calculo de classes:

1. A nogao de pertencimento;
i. A nogao de func¢ao proposicional; e
1. A nogao de tal que (such that).

A nogio de pertencimento

A nocio de pertencimento ¢ tal qual definida por Peano, incluindo a simbologia e

pronuncia. A relacdo entre Socrates e a raga humana ¢ expressa dizendo-se que Socrates “¢”

13 Para compreendé-lo (nio demonstra-lol!), Russell lembra que p2q equivale a V7 € assim (pDq)Dp equivale
a (qV7p)DpoupV(qVp) ou pvVqAp) ou p. B apenas um recurso de compreensio pois, novamente, negacio
e disjun¢io nao foram ainda definidas.

14“Sem o seu auxilio [do axioma 10], por meio dos demais nove principios, podemos provar a lei da contradi¢io;
podemos provar, se p e q sdo proposicoes, que p implica ndo-ndo-p; que ‘p implica ndo-q’ é equivalente a ‘q
implica ndo-p’ e ‘ndo-pq’; que ‘p implica q” implica ‘nido-q implica ndo-p”’; que ‘p implica que ndo-p implica p;
que ndo-p ¢é equivalente a ‘p implica ndo-p’; e que ‘p implica ndo-q’ é equivalente a ‘ndo-ndo-p implica nio-q’.
Mas nio podemos provar a reducio ou algum equivalente (...) que p ou nao-p deve ser verdade (lei do terceiro
excluido); que toda proposicao é equivalente a negagao de alguma outra proposi¢ao; que nao-nao-p implica p;
que ‘ndo ‘q implica ndo-p’ implica ‘p implica q’; que ‘nao-p implica p’ implica p, ou que ‘p implica q’ implica ‘q
ou nao-p’. Cada um desses pressupostos ¢ equivalente ao principio da redugdo, e pode, se assim escolhermos,
ser substituido por este. ” PoM (§ 18).
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(1) homem. Russell ainda atribui a Peano a importante distingao entre esta relacao e a relacao
parte-todo. Sem prejuizo da distingao filosoéfica, hd o problema formal de que esta ultima é
uma relagao transitiva, enquanto que a relagido de pertencimento nao é: Sécrates ¢ homem;
homem ¢ classe; mas Socrates nao ¢ classe. Tendo propriedades diferentes, as relagdes sao

distintas.

A fungio proposicional

A fungdo proposicional ¢ introduzida como uma proposi¢ao incompleta, que
depende da defini¢io do valor da vatiavel para tornar-se uma proposicao: ¢px é uma funcio

proposicional se para cada valor de x, ¢px é uma proposicao, determinada quando x é dado.

A nogao de tal que

A nog¢ao de tal que ¢é necessaria para ligar os valores de x com a verdade da
proposic¢ao: tal qual as raizes de uma equagio, compara, existem valores de x “tais que” ¢px

¢ verdadeira, e valores tais que a proposi¢ao ¢ falsa.

A definigao de classe

A partir destes trés indefinfveis Russell define “classe: ¢ o conjunto de valores de x
tais que uma func¢ao proposicional ¢ verdadeira. Com esta defini¢ao sobre os trés indefiniveis,
Russell pode contar com a classe vazia: é a classe que corresponde a uma funcio
proposicional para as quais nao ha valores das varidveis que a tornem uma proposi¢io

verdadeira. Para tal classe Russell segue o simbolo de Peano, A.

Os axiomas do calculo de classes

Seguem-se os axiomas, que sao apenas dois: o primeiro afirma que se x pertence a
classe de termos que satisfazem a funcdo proposicional ¢x, entio ¢px é verdadeira. O
segundo afirma que se ¢x e Px sdo proposicoes equivalentes para todos os valores de x,

entdo a classe dos x tal que ¢px é verdadeira é idéntica a classe dos x tal que {x é verdadeira.
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A definicao de identidade

Identidade conforme mencionada no segundo axioma ¢ definida da seguinte maneira:

x ¢ idéntico a y se y pertence a todas as classes que x pertence: x=y =def. x euDuy e u.

Outras dificuldades e cuidados

Nao obstante tenha conseguido construir o calculo de classes de maneira elegante
com trés indefiniveis e dois axiomas, ha dificuldades que devem ser discutidas e cuidados
que devem ser tomados na consideragao das classes, os quais demandam discussao. Vamos

citar quatro deles:

a. Distincao entre classe e conceito de classe.

b. Definicao intensional e definicao extensional.

C. Distin¢ao entre igualdade de classes e identidade de individuos.

d. Limitagdes no paralelismo entre calculo de proposigdes e calculo de classes.

Distingao entre classe e conceito de classe

Dois conceitos de classe (isto €, sua definicao intensional) ndo sio necessariamente
idénticos quando sua extensao o é. Exemplos sio “homem” e “bipede sem plumas”; ou
“nimero primo par” e “inteiros entre 1 e 3”. Estas classes possuem a mesma extensao mas
conceitos diferentes. Os axiomas e definicdes nao lidam com os conceitos de classes, mas

com as classes, isto é, com sua extensio.

Definigao intensional e defini¢do extensional

Os dois axiomas e a definicao de identidade decidem em favor de uma definicio
extensional de classe. O cilculo de classes deve considerar os elementos da classe, e nao sua
definicdo intensional. Esta ultima atende ao conceito de classe. A consideraciao de classes de
mesma extensao como distintas devido a sua definicao intensional (como ocotre com os
conceitos de classe) tornariam indefinidas grandezas importantes para a matematica, tais
como o numero de classes contida em determinada classe. “Se classes diferentes podem ter

a mesma extensao, este problema torna-se completamente indeterminado. ” (PoM § 24).
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Distingao entre igualdade de classes e identidade de individuos

Identidade ¢ definida conforme acima, diz respeito a identidade de individuos (x=y = x €
u Duy € u); igualdade de classes é definida como mutua inclusdo. A igualdade entre duas

classes a e b é definida pela equivaléncia das proposi¢des “x € a” ¢ “x € b” para qualquer
valor de x. Esta distin¢ao ¢ paralela a distin¢ao entre um elemento e o conjunto unitario
formado por este elemento, estabelecida por Peano.

Limitagdes do paralelismo entre calculo de proposigdes e calculo de classes

Grande parte das proposi¢oes do calculo de classes pode ser obtida pela substitui¢ao
das proposicées p, q, r etc. do calculo de proposi¢cdes por proposigoes do tipo “x € a” do
calculo de classes. Assim, o produto légico de proposi¢des, a soma de proposigoes, € a
negacao de uma proposicao podem ser facilmente obtidos desta maneira:

a) O produto légico de duas classes a e b pode ser obtido fazendo-se verdadeira
a proposicao “x g a” A “x g b”;

b) A soma logica de duas classes a ¢ b pode ser obtido fazendo-se verdadeira a

proposi¢ao “x €a” V “x € b”

o) A negac¢ao de uma classe pode ser obtida fazendo-se verdadeira a proposi¢ao
- (CCX 8 a”
d) A versao do calculo de classes do silogismo (p2q A qOr .2, p2t) pode ser

obtida substituindo-se p, q e r por “x € a”, “x € b” e “x € ¢”, respectivamente (exceto no
quantificador):

“xga” Dxeb” A“xeD” D “x€C” Dape “xEA”D xEC

Entretanto é necessario cuidado para evitar falacias nas implicagdes de disjung¢oes,
principalmente ao reconhecer quais implicacbes sio materiais e quais sao formais nas
proposicdes complexas. Por exemplo,

@) (PxAPx)Dyx .Ox. PxDyx V PxDyx (V) mas nao

D) (DxAPx)Dyx .D. Px D xx V PxDyy (F)

Ou seja, a implicagao .Ox. em (I) é formal, mas as implica¢Ges disjuntas que se
seguem a ela sdo materiais, isto ¢, dependem de x. Na (II), as implicagdes da disjun¢ao sio

formais, o que ¢ falso. Um exemplo similar é
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I)  dxDEx V ¥x) .DOx GxDYPx V pxDyx (V) mas nio

IV)  OxDEx V yx) .D. Px.Ddx V Px. D yx (F)

Por exemplo (de Russell), em III e IV, ser inglés implica em ser homem ou ser mulher
implica para todo inglés que ser inglés implica ser homem ou ser inglés implica ser mulher,
mas a proposi¢ao ser inglés significa ser homem para todo inglés tanto quanto ser inglés
significa ser mulher para todo inglés sio proposi¢oes falsas, pois tomaram-se implicagoes
materiais por formais.

Russell conclui que as disjungdes entre fungdes proposicionais do calculo
proposicional s6 podem ser transpostas ipsis literis para o calculo de classes quando as

disjungdes forem constantes, isto ¢, as variaveis sio aparentes e a implicagao ¢ formal.

Novas operagdes introduzidas pelo calculo de classes

Duas novas operagées sao introduzidas pelo calculo de classes, o produto légico e a
soma logica “internos” a uma classe, isto é, produto e soma em classes de classes.

Se k é uma classe de classes, seu produto logico ¢é a classe dos individuos que estio
contidos em todas as classes de k: a classe dos termos x tal que “u € k” D, “x € u”. Sua soma
légica é de formaliza¢do nao evidente mas corresponde a0 moderno conceito de “uniao” das
classes da classe k: ¢ a classe dos termos x tal que “u e k” D, “u e ¢”.D,. “x € ¢”. Isto significa
que se ¢ ¢ a classe que une todas as classes u de k, x esta em c. Aqui Russell tem que definir
o “esta contido” (que representamos em nosso texto com uma certa liberdade através do

préprio € entre duas classes):

aclasseagbse “xga” D, “xeb”.

Existéncia de uma classe

A existéncia formal de uma classe é em PoM definida de maneira diferente da
discussdo de existéncia na Filosofia. Uma classe k ¢ dita existir quando possui pelo menos
um elemento, isto ¢, quando a soma légica das proposi¢coes x € k niao ¢ falsa.

O cilculo de relacoes

Preambulo
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Russell anota em PoM que o calculo de relagdes é mais novo do que as demais
partes da légica, tendo sido trabalhado por De Morgan, Schroder e Peirce, principalmente
este ultimo; os quais porém utilizaram a notagao de Boole, o que tornou o desenvolvimento
posterior muito dificultoso (“praticamente inviavel”). A definicao de Peirce considera uma
relacio como uma classe de duplas, prevenindo o desenvolvimento de relagdes mais
genéricas entre n-uplas de termos. Pensa Russell que isto se deve a consideragao de
proposicoes relacionais menos primitivas do que proposicdes de classe, “ou proposi¢des do

tipo sujeito-predicado” com as quais as proposicoes de classe sao confundidas”.

O calculo

Se R é uma relacio, xRy ¢ a funcdo proposicional “x mantém a relagao R com y”. O

calculo proposicional é portanto primitivo em relagao ao calculo de relagdes.

Este calculo é composto pelas seguintes proposi¢oes:

1. xRy é uma proposi¢ao para todos os valores de x e y;

2. A defini¢ao de igualdade ou equivaléncia de relagoes;

3. Cada relacao xRy tem uma inversa yR’x;

4. Entre quaisquer dois termos ha uma relagdo R que nao é valida para nenhum

outro par de termos.

A proposicao 2 ¢ derivada do calculo de classes; as demais sao primitivas.

Necessita ainda de trés pressupostos:
5. Em 4., R é necessariamente uma relacao.

6. A negacao de uma relagdo é uma relagao.

A partir destes principios define duas operagoes:
7. O produto légico de uma classe de relagdes;

8. O produto relativo de duas rela¢oes.

As afirmacoes 1 a 8 sdo explicitadas a seguir.
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1. O calculo de relagoes requer uma proposi¢ao primitiva indemonstravel: que
xRy ¢ uma proposi¢ao para todos os valores de x e de y. Como Russell anteriormente afirma
claramente que uma fung¢do proposicional, isto é, uma sentenca com variaveis nao é uma
proposicao até que se atribua um valor constante a cada uma das variaveis, s6 podemos
concluir aqui que a relagdo tornar-se-a uma proposi¢ao assim que se atribuir valores a x e a
y; a proposi¢ao primitiva indemonstravel garante que entio, em qualquer caso, teremos uma

proposicao.

A relagao xRy define duas classes: a classe dos referentes, que € a classe de todos os
x que mantém a relagdo R com y; e a classe dos relata, que ¢ a classe de todos os y com os
quais x mantém a relacio R. Por exemplo, se R for paternidade, a classe dos referentes serdo
os pais e a classe dos relata serdo os filhos. Dentro das classes gerais definidas pelos referentes
e pelos relata ha classes particulares como os pais de fulano ou os filhos de pais londrinos

etc. Um elemento real pode estar nas duas classes mas nao na mesma relagao.

A observacao mais importante sobre esta defini¢ao de relagdo é a de que, ao contrario
do calculo de classes, onde Russell adota uma visao extensional, aqui a defini¢do € intensional.
Isto ocorre porque o critério de identidade de classes ¢é diferente do critério de identidade de
relagoes: duas classes com mesma extensao tém necessariamente que ser idénticas; mas duas
relagbes com a mesma extensao podem ser diferentes. Entao a defini¢do intensional ¢ que

ira definir a relagio, e nao sua extensao.

2. Duas relagoes R e R’ sdo iguais ou equivalentes, ou tém a mesma extensao,
quando uma é implicada pela outra: xRy .D. xR’y A xR’y .D. xRy (hoje escreverfamos xRy <
xR’y). Note-se que igualdade ou equivaléncia nio sio o mesmo que identidade. Pode-se
dispensar uma proposicao primitiva para garantir este fato pois a igualdade de extensao
apoia-se no calculo de classes, o qual ja possui uma proposi¢ao primitiva sobre equivaléncia

de extensoes.

3. Uma proposi¢do primitiva importante para a Matematica é a de que cada
relacao R tem uma relagao inversa R’ tal que xRy € equivalente a yR’x. Exemplos de relagoes

inversas sao: maior que e menor que; antes ¢ depois; implica e ¢ implicado; esta a direita e
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esta a esquerda. Relagoes simétricas sao aquelas que sdao idénticas a sua inversa: por exemplo,
identidade; igualdade; diversidade; desigualdade. Se isto ndo ocorres a relagio é assimétrica.

Casos intermediarios (como menor ou igual) sio chamados nao-simétricos.

4. A proposi¢do primitiva mais importante é a de que entre quaisquer dois
termos existe uma relagdo que nao ¢é valida para nenhum outro par de termos. Tal é analogo
ao principio de que qualquer termo é o tnico membro de alguma classe. No célculo de
classes, contudo, ele pode ser provado devido 4 abordagem extensional; aqui Russell afirma
desconhecer qualquer prova, mas niao afirma ser indemonstravel. Russell considerara
entretanto que para qualquer par de termos, uma proposi¢ao sera verdadeira para eles e nao
o sera para qualquer outro par de termos. Este principio afirma que o produto logico de

todas as relagGes validas entre um dado par de termos é uma relagao tnica entre eles. Isto é,

xR1y A xR2y A xR3y A ... xR"y D xRy, sendo esta tnica.

Tal equivale a afirmar que: xRy .D. xRy’ :D. x=x" A y=y’ (para esta relacdo R unica

entre um par de termos).
5. Este principio pressupoe que R seja uma relagio (R nao pode ser “Socrates,

o numero 2 ou um pudim de ameixa”).

6. A negacao de uma relagao ¢ uma relagao: 7xRy .D. xSy para alguma relacao

7. O produto légico de uma classe de relacbes é uma relacio que segue uma
definicio como a utilizada em 4.

xRy =ar. xR'y A xRy A xRy A ... xR%y

O produto relativo de duas relagoes R e S é a relacdo valida entre x e z sempre que

existir um termo y com o qual x tem a relacao R e com o qual z tem a relagao S:

xR.Sz =4 xRy A ySz
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Assim a relacio avo materno com seu neto é o produto relativo da paternidade do
avo com a mae com a maternidade da mae com o filho. Assim o produto relativo nao é
comutativo nem tautologico. Nao sendo tautologico permite uma potenciagdao de relagoes:

por exemplo, o quadrado da relagdo de pai-filho ¢é a relacdo de avo-neto, e assim por diante.

4. CONSIDERACOES DO CALCULO DE RELACOES PARA A
FUNDAMENTACAO DA MATEMATICA

A Matematica requer ainda duas proposi¢oes primitivas: 1. a implicagdo material é
uma relagao; e 2. a relagao de um termo para com sua classe (€) é uma relagio.

Outras relagées importantes para a Matematica que Russell niao conseguiu
demonstrar, mas que nao tem certeza de que sejam indemonstraveis sao a) se u e v sao duas
classes quaisquer existe uma relagao R entre dois termos x e y que equivale a afirmacio de
que x €ueyev;b)seuéuma classe qualquer nao nula, existe uma relagio R que todos os
termos tem com ela (i.e., todos os elementos de u tém com u) e que nao vale para nenhum
outro par de termos; c¢) Se R é uma relacio qualquer e u é uma classe contida na classe de
referentes de R, entdo existe uma relagdo S que u tem com a classe de referentes, e ¢é
equivalente a R para aquela extensdo. F a mesma relacio R com um dominio (classe dos
referentes) mais restrito.

Russell acreditava em 1903 poder com os trés calculos e essas proposicoes adicionais
fundamentar toda a Matematica — a menos da contradi¢do que encontrou pouco antes, € que
neste momento acreditava ser uma dificuldade superavel. Daqui para diante, o calculo de

relagoes desenvolve-se de maneira mais técnica para ramos especiais da Matematica.
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