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Resumo. Neste trabalho foi realizado um estudo comparativo entre diferentes métodos do
subespaco de Krylov, BiCongugate Gradient (BiCG), Quasi-Minimal Residual (QMR) e BiCon-
jugate Stabilized (Bi-CGSTAB), quando aplicados na resolucdo da equacio de Burgers invis-
cida unidimensional. Este estudo foi desenvolvido visando a um melhor entendimento desses
métodos para futuras aplicacdes no método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), com a
implementac¢do de uma versdao empregando um método de integra¢cdo numérica no tempo do
tipo implicito, para a resolucdo do sistema de equacdes diferenciais ordindrias origindrio da
discretizacdo espacial das equacdes de balanco de massa, quantidade de movimento e energia.
Algumas caracteristicas particulares destes métodos do subespago de Krylov sdo apresentadas
e resultados numéricos sdo obtidos mediante a resolu¢do da equacdo de Burgers empregando
formulagdes explicita e implicitas do método de Runge-Kutta (RK) .
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1 INTRODUCAO

A simulag¢do computacional tém sido cada vez mais utilizada na resolu¢do de fendmenos
fisicos abrangendo muitas dreas do conhecimento, dentre as quais pode-se destacar a Dindmica
dos Fluidos. Com exce¢do de alguns casos simples, ndo € possivel obter-se solucdes anali-
ticas para estes problemas e surge, entdo, a necessidade do emprego de métodos numéricos.
Boa parte dos problemas de interesse devem ser resolvidos em regime transiente e, portanto,
deve-se empregar técnicas de integracdo temporal. Uma primeira possibilidade, muito usual,
seria a de aplicar-se métodos explicitos com esta finalidade, devido a sua simplicidade e efici-
éncia computacional. Entretanto, estes métodos frequentemente sdo somente condicionalmente
estdveis e estdo sujeitos a severas restricdes na escolha do passo no tempo. Para problemas
advectivos governados por equacdes hiperbdlicas, essa restri¢do é conhecida como a condi¢@o
de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). Quando da necessidade de buscar-se solu¢des numéricas
para grandes periodos de tempo, essa condi¢do torna-se um empecilho uma vez que o valor mé-
ximo do incremento de tempo ndo deve violar a condi¢do de CFL. A fim de contornar-se essa
barreira, métodos implicitos (geralmente incondicionalmente estdveis) de integragdo temporal
sdo utilizados, apesar do seu maior custo computacional.

Atualmente, na literatura, ha bem poucos relatos de trabalhos que utilizaram o método Smo-
othed Particle Hydrodynamics conjuntamente com métodos implicitos de integragdo temporal.
Inicialmente, Monaghan [10] propds uma formulacdo implicita para a resolu¢do de proble-
mas de dindmica dos gases. Por outro lado, Knapp [6] apresentou uma formulacao implicita,
empregando métodos de Krylov e o método de Newton-Raphson na resolu¢do de um problema
ndo-linear. A transferéncia de calor € resolvida implicitamente via o método de Crank-Nicolson
em [12]. Recentemente, Laibe e Price [7] também utilizaram uma formulacao implicita e o mé-
todo SPH na resolucdo de problemas astrofisicos. Por ultimo, Lanzafame [8] introduziu uma
metodologia implicita na qual ndo € necessdria a inversao da matriz jacobiana dos coeficientes
para a obtenc¢do da solu¢cdo numérica.

Sabe-se que a utilizacdo dos métodos implicitos implica na resolucdo de um sistema algé-
brico, cujo nimero de equacdes depende do tamanho da malha computacional utilizada, o que
acarreta num custo computacional extra. No método SPH, que usa uma abordagem lagrangiana
e ndo utiliza malhas espaciais, o tamanho do sistema linear, a ser resolvido para a obten¢do das
grandezas fisicas de interesse, serd da ordem do ndmero de particulas utilizadas na simulag3o.
Este valor, que pode chegar a centenas de milhares ou mesmo milhdes, acaba sendo um fator
desestimulador para o uso dos métodos implicitos [3]. Em contrapartida, como o maior custo
computacional do método SPH reside na determinagdo das particulas proximas vizinhas [4],
entende-se que o uso de passos de tempo maiores (violando a condi¢dao de CFL) podem resultar
num ganho de eficiéncia computacional apesar do custo adicional da resolu¢cdo de uma sistema
algébrico de equacgdes, em fun¢do da diminui¢do da necessidade do emprego dos algoritmos de
busca pelas particulas vizinhas. Além disso, o método SPH € altamente paralelizavel, conforme
pode ser visto, por exemplo, em Gdes [4].

Neste trabalho as formulagdes explicita e implicitas do método de Runge-Kutta, empregando
os métodos de Krylov na resolu¢@o dos sistemas de equagdes algébricas, sdo comparadas entre
si. Este estudo serd desenvolvido por meio da resolucao de uma equacdo nado-linear hiperbdlica
que € a equacgao de Burgers inviscida unidimensional.

22



REUCP, Petropolis, v.8, n°2, ISSN 2318-0692, 2014

2 METODOLOGIA

Os métodos provenientes do subespaco de Krylov sdo aplicdveis a uma familia de proble-
mas e cabe a cada usudrio decidir quais destes métodos carregam as caracteristicas satisfatorias
para a resolucdo do problema de interesse. Nesta secdo sdo apresentadas as particularidades de
alguns desses métodos, a fim de justificar-se a escolha dos mesmos na implementa¢do compu-
tacional e na sua futura utilizacdo no método SPH, incluindo uma formula¢do implicita para a
resolucao temporal do sistema de equagdes diferenciais ordindrias resultantes da discretizagao
espacial das equacOes de balanco [4]. Tém-se interesse, aqui, pelos métodos ndo-estacionarios
do subespaco de Krylov, nos quais a andlise de convergéncia numérica encontra-se baseada no
calculo do residuo.

Os métodos nao-estaciondrios do subespaco de Krylov sdo: Conjugate Gradient (CG), Mi-
nimal Residual (MINRES), Symmetric LQ (SYMMLQ), Conjugate Gradient on the Normal
Equation (CGNE ou CGNR), Generalized Minimal Residual (GMRES), BiCongugate Gradi-
ent (BiCG), Quasi-Minimal Residual (QMR), Conjugate Gradient Squared (CGS), BiConju-
gate Stabilized (Bi-CGSTAB) e Chebyshev iteration [2].

Algumas questdes devem ser levadas em consideracdo quando se trata de resolver um sis-
tema linear algébrico. Dentre as principais destaca-se a arquitetura fisica (hardware) disponivel,
que ird definir o balanco entre a memoria necesséria a ser alocada e o nimero de operacdes pri-
mordiais exigidas pelo algoritmo. Para os métodos aqui estudados sdo elas: o produto interno, a
multiplicacdo de uma matriz por um vetor, a soma entre vetores e a resolugdo do sistema obtido
com o pré-condicionamento. Claramente, esta dltima vai depender do pré-condicionador que
melhor ird se adequar a estrutura matricial oriunda do sistema a ser resolvido.

A Fig. 1 apresenta um fluxograma que pode ajudar o usudrio na escolha do melhor método
de Krylov para as suas aplicacOes, baseado nas principais caracteristicas desses métodos [2].

A matriz é 5 A matriz é & Os autovalores |$ Tente Chebyshev
simétrica? | definida? sdo conhecidos? ou CG
n n n

\ 4
Tente o MinRES

h 4

Tente o CG
ou CG
4
A transposta j Tente c QMR
¢é avaliada? ou BiCG

n

v

Memoria é S Tente o CGS ou
reduzida? | Bi-CGSTAB
n
\ 4
Tente o GMRES

Figura 1: Diagrama para a escolha do método de Krylov de acordo com o problema considerado.
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A questao envolvendo o espaco de memoria exigido é de suma importancia, pois pretende-se
resolver sistemas lineares esparsos da ordem do nimero de particulas empregadas na discretizac@o
do dominio de simulagdo. Uma caracteristica importante dos métodos do subespaco de Krylov
€ que eles podem ser aplicados em ambientes de execu¢do computacional em paralelo.

Na Tabela 1 mostra-se, para os métodos de Krylov que podem ser aplicados a matrizes nao-
simétricas, a quantidade de memoria necessdria por iteracdo ¢. Nesta tabela matriz denota
0 espaco necessdrio para a alocacdo da matriz e n a ordem da matriz dos coeficientes. No
método SPH a matriz dos coeficientes que representa o sistema algébrico nao tem uma estrutura
definida, sendo do tipo esparsa e, em geral, ndo € uma matriz simétrica. Assim sendo, nao se
pode utilizar os métodos especificos para matrizes simétricas. Os métodos de Krylov ndo-
estaciondrios que podem ser aplicados a matrizes nao-simétricas sdo: o GMRES, o BiCG, o
QMR, o CGS e o Bi-CGSTAB.

Tabela 1: Espaco de memoria exigido por iteragio i.

Método | Espago de meméria

GMRES matriz + (i + 5)n

BiCG matriz + 10n
QMR matriz + 16n
CGS matriz + 11n

Bi-CGSTAB matriz + 10n

O GMRES ¢ um método que conduz ao menor valor do residuo para um nimero fixo de pas-
sos iterativos, mas esses passos tornam-se extremamente caros computacionalmente. O nimero
de produtos internos cresce linearmente com o numero de iteragdes até o ponto de reiniciali-
zacdo. Numa implementagdo empregando um processo de Gram-Shimidt simples os produ-
tos internos sao independentes. Por outro lado, em uma implementacdo mais estdvel com um
processo de Gram-Shimidt modificado a cada produto interno tem-se um ponto de sincroniza-
cdo [2].

No algoritmo BiCG sdo necessdrias operagdes de multiplicacdo de matriz por vetor envol-
vendo a matriz dos coeficientes e a sua transposta. Tal fato limita a aplicacdo deste método
quando a matriz dos coeficientes é dada somente de forma implicita como um operador, uma
vez que, em geral, ndo € conhecido o operador transposto correspondente. O método pode ser
paralelizado e as propriedades de paralelizacdo sdo independentes da matriz dos coeficientes,
mas altamente dependentes do pré-condicionador utilizado [2].

O QMR foi concebido de modo a evitar-se 0 comportamento irregular da convergéncia do
BiCG. Comporta-se de forma semelhante ao BiCG para cada passo iterativo. No entanto, en-
quanto este ultimo pode estagnar ou divergir temporariamente, ele ainda pode reduzir o valor
do residuo mesmo que lentamente. Suas propriedades de paralelizacdo sao semelhantes as do
BiCG [2].

Em se tratando do CGS, ele converge (ou diverge) aproximadamente duas vezes mais rapido
que o BiCG. A convergéncia pode apresentar um comportamento irregular, que pode levar a
uma perda de acurécia na atualizacdo do residuo. Tende a divergir caso a estimativa inicial
estiver muito proxima da condi¢ao inicial [2].

O método Bi-CGSTAB tem um custo computacional semelhante ao do BiCG mas nao requer
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operacdes com a matriz transposta. Representa uma alternativa ao método CGS evitando os
padrdes de convergéncia irregulares e mantendo aproximadamente a mesma taxa de convergéncia.
Como resultado verifica-se, com frequéncia, uma menor perda de acuricia a cada atualizagao
do residuo [2].

Na Tabela 2 apresenta-se, para alguns métodos de Krylov, o nimero de operacdes necessdrias
a cada iteragdo ¢. O termo “1/1"significa que serd realizada uma opera¢do com a matriz e outra
com a sua transposta e SAXPY representa o nimero de operagdes realizadas de adicao escalar

« »

entre vetores. Para o método QMR o sobrescrito “a” indica que o nimero de operacdes depende
do tipo de atualizacdo do residuo. Para atualizagdes nao recursivas este nimero ¢ menor.

Tabela 2: Sumdrio das operagdes por iteragdo .

Método Produto SAXPY Produto Matriz- Reso'lu.gﬁo do Pré-
interno vetor condicionador

GMRES 141 1+1 1 1

BiCG 2 5 1/1 1/1

QMR 2 8+ 44 1/1 1/1

CGS 2 6 2 2

Bi-CGSTAB 4 6 2 2

O pré-condicionador de Jacobi foi empregado em todos os métodos e foi descartada a hi-
potese de utilizacdo do método GMRES, pois o nimero de operagdes € 0 espaco em memoria
exigidos tendem a aumentar consideravelmente para grandes sistemas de equagdes, que vem a
ser o caso das nossas aplicagdes futuras. Também desconsiderou-se o uso do método CGS em
fun¢do das suas caracteristicas de convergéncia. Conforme ressaltado anteriormente, ela pode
apresentar um comportamento irregular.

Portanto, levando em consideracio todas as questdes levantadas previamente, optou-se por
utilizar os métodos BiCG, Bi-CGSTAB e QMR. Os respectivos algoritmos destes métodos
encontram-se descritos nos Algoritmos 1, 2 e 3 [2].

3 METODOS DE RUNGE-KUTTA SSP

Uma questdao importante que deve ser considerada quando emprega-se métodos de integra-
cdo no tempo diz respeito a garantia de estabilidade numérica destes métodos. Métodos que
preservam fortemente a estabilidade surgiram, inicialmente, com o objetivo de resolver-se nu-
mericamente equacdes diferenciais parciais hiperbdlicas contendo descontinuidades nas suas
solugdes. Para a uma lei de conservacao do tipo:

ou 0

E*’@f@):o (D

o primeiro passo para o entendimento destes métodos consiste na introducdo de uma discreti-

zacdo espacial, — F'(u), na aproximacdo da derivada espacial Ep f(u), produzindo, assim, um
X

sistema semi-discreto de equagdes diferenciais ordindrias:

au_

5 = ) (2)
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Algoritmo 1: Método BiCG pré-condicionado.

1 Passo: Calcule o residuo r© = b — Azx©) para a estimativa inicial 2
2 Passo: Escolha 7, por exemplo, 7 = r(%;
3 Passo: Parai = 1,2, ..., IMAX; Inicio do processo iterativo;

4 Resolva o pré-condicionamento Mz~ = p(i-1)
5 Resolva o pré-condicionamento M 7201 = 7i-1)
p pii1 = Z(i—l)T?(i—l)

7 Se p;_1 = 0 método falha

8 Se i = 1 entdo pt¥) = 20~ D; pl) = 20-1)

9 Sendo i1 = pi—1/pi—2

1 pi) = 261 4 g D)

! PO = 260 4 =)

" ¢ = Aptd)

" 40 = ATGW

14 Q; = Pifl/fleq(i)

s 20 = 2= _ g p(®

16 P = p(=1) _ 000

B I

18 Verifique a convergéncia; continue se necessario

Algoritmo 2: Método Bi-CGSTAB pré-condicionado.

1 Passo: Calcule o residuo r©) = b — Az para a estimativa inicial 2\,

2 Passo: Escolha 7, por exemplo, 7 = r0);
3 Passo: Parai = 1,2, ..., IMAX; Inicio do processo iterativo;

4 Pi—1 = TT’I"(iil)

5 Se p;,_1 = 0 método falha

6 Se i = 1 entdo p¥) = (=1

7 Sendo ;1 = (pi—1/pi—2)(i—1/wi—1)

3 p@ == 4 g (pt=1) — w,_ulD)
9 Resolva o pré-condicionamento Mp = p(®)

10 v = AP a; = pimy /T 0 ;s = (071 — 00
1 Verificar ||s||; se pequeno o suficiente, estabelega 2V = 20~ + q;p e pare.
12 Resolva o pré-condicionamento Ms = s

13 t=As;w; =tTs/tTt

14 2@ = 207D 4+ 0,5+ w;s

15 ) =g —wt

16 Verifique a convergéncia; continue se necessario
17 Para continuar € necessario que w; # 0

Por outro lado, sabe-se que para equacdes diferenciais parciais hiperbdlicas nao-lineares
com solugdes descontinuas, a andlise de estabilidade de von Neumann baseada na norma L>
nao € suficiente para garantir-se as condi¢des necessdarias para a estabilidade numérica. Logo,
técnicas que asseguram a estabilidade nao-linear, na norma maxima, na semi-norma da variagao

26



REUCP, Petrdpolis, v.8, n°2, ISSN 2318-0692, 2014

Algoritmo 3: Método QMR pré-condicionado.

1 Passo: Calcule o residuo r© = b — Azx©) para a estimativa inicial 2
2 Passo: 01 = r(0); Resolva My = 9; p; = ||yl|2;

3 Passo: Escolha G; & = ||z|2;

a Passo: Resolva M}z = oW; & = ||z||2

s Passo: Faca vy = 1; ng = —1;

6 Passo: Para1 = 1,2, ..., IMAX; Inicio do processo iterativo;

7 Se p; = 0 ou &; = 0 0 método falha

8 v =39 /pisy = y/ps

9 w® =50 /& 2 = 2/

10 5; = zTy; Se 6; = 0 0 método falha

1 Resolva Moy =y, Mz = 2

12 Sei = 1entiop) =7; ¢V =72

13 Senéao p(i) =y (giéi/ei—l)p(i—l); Q(i) =Z- (pidi/ei—l)q(i_l)
14 p=ApW; ¢ = q(i)Tﬁ; Se ¢; = 0 0o método falha

15 B: = €;/d;; Se B; = 0 o método falha

16 20D = p— B;u®; Resolva My = o0+D

17 pir1 = ||yll2; @D = AT — Biw®; Resolva M) » = &H0+Y
18 Eiv1 = |12ll2; 0: = piv1/(icalBil); v = 1/+/1 + 0%; Se v; = 0 0 método falha
19 m = —ni—1pi [ (Bivi1)

20 Se i = 1 entdo dV) = n;pM; sV =np

21 Sendo  d®) = nip® + (6;17,)*d" ™ s = P+ (6i-17:)%s !
» 20 = 261 4 g0 1 6) — =1 _ 40

23 Verifique a convergéncia; continue se necessario

limitada (ou variagao total) ou pelo menos propriedades que produzam solu¢des numéricas nao-
oscilatdrias sdo imprescindiveis.

Segundo Gottlieb, Ketcheson and Chi-Wang Shu [5] a ideia por trds da obtencdo de métodos
que preservam fortemente a estabilidade € a de se comec¢ar com uma formulagdo semi-discreta
que seja fortemente estdvel para uma certa norma, semi-norma ou um funcional convexo, em-
pregando um método de Euler avangcado no tempo, cujo passo de tempo At é restrito, e entdo
tentar-se encontrar um novo esquema de integragdo no tempo que possua uma maior ordem
de aproximacao e que mantenha fortemente a estabilidade numérica para esta mesma norma,
possivelmente sob uma nova restricdo no passo de tempo. Em outras palavras, dada a forma
semi-discreta, Eq. (2), assume-se que existe um valor Atpg (Forward Euler) tal que:

llu+ AtF(u)| < ||ull com 0 < At < Atpg para todo u 3)

Portanto, diz-se que o método € Strong Stability Preserving (SSP) com coeficiente “C's” se
a solucdo numérica da Eq. (2) implica em

™ < [l C))

sempre que a condi¢do (3) for verificada e que o passo de tempo satisfizer a restricio At <
CsAt FE-
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Os métodos de Runge-Kutta SSP foram inicialmente introduzidos por Shu e Osher [13]
para garantir que discretizagdes espaciais, que sao Total Variation Diminishing (TVD), quando
combinadas com o método de Euler, ainda irdo produzir solu¢des TVD quando obtidas com
métodos de Runge-Kutta de mais alta ordem. Por essa razdo é que os métodos SSP foram
inicialmente conhecidos como métodos TVD.

Embora este desenvolvimento tenha sido apresentado pensando-se num método explicito,
resultados similares podem ser obtidos para os métodos de Runge-Kutta diagonalmente impli-
citos [5].

4 RESULTADOS NUMERICOS

Para um melhor entendimento e posterior comparacao dos métodos abordados neste estudo,
foi implementado um caso teste a fim de comprovar-se a eficicia da metodologia empregada.
Neste sentido, escolheu-se para esta finalidade a implementa¢do numérica da resolugdo da equa-
cdo de Burgers inviscida unidimensional, que representa um problema nao-linear que admite

solucdes descontinuas:
2
du [ O (u—) =0 )
ot oxr \ 2

onde u?/2 representa a fung¢do de fluxo para esta lei de conservagio. Esta equagdo serd resol-
vida, inicialmente, considerando-se um problema misto (valor inicial e condi¢des de contorno),
que serd chamado de Primeiro Problema Teste. Em seguida, Segundo Problema Teste, serd
obtida a sua solu¢c@o numérica considerando-se um problema de valor inicial: um problema de
Riemann.

A equacdo de Burgers inviscida é uma equacgdo hiperbdlica, que admite solucdes fracas en-
tropicas representadas por ondas de choque ou de rarefacdo em fungdo das condi¢des inicial e
de contorno [9]. Como € sabido, a obten¢@o de uma solu¢do numérica convergente para esta
equacdo diferencial parcial depende das condi¢Oes de consisténcia e de estabilidade do método
numérico empregado na sua resolucido. Além da convergéncia, a acurécia da solu¢do numérica
estd condicionada a ordem de aproximagdo destes métodos, de modo a minimizar-se a difusao e
a dispersdo numéricas que sao normalmente introduzidas no processo de discretizacdo. Cuidado
especial também deve ser tomado a fim de evitar-se o aparecimento de oscilacdes numéricas es-
purias, que ndo encontram justificativa no comportamento do fendmeno fisico governado pela
equacdo diferencial. Da teoria dos métodos numéricos para equagdes diferenciais parciais [9]
sabe-se que a resolucdo dessa equacdo, pelos métodos numéricos de integracdo temporal expli-
citos, implica em que a condi¢do de CFL, C' < 1, seja verificada para que tenha-se um método
estdvel. Nesta condi¢do C' é o nimero de Courant (C' = uAt/Ax), sendo At o incremento de
tempo e Az a distancia entre os nés da malha espacial.

Na resolucdo numérica da equacio de Burgers emprega-se uma discretizacdo espacial e a
equacdo diferencial ordindria resultante € resolvida pelo método de Runge-Kutta. Quando da
discretizagdo espacial € utilizado um limitador de fluxo do tipo Total Variation Diminishing
(TVD) conhecido como Super-Bee [9]. Na avaliacdo da integra¢do temporal, que é o princi-
pal objetivo deste trabalho, foram implementadas versdes explicita e implicitas do método de
Runge-Kutta [1]. A versdo explicita é designada como ERK(2,2) (Explicit Runge-Kutta), onde
os nimeros em parénteses indicam que trata-se de um método a dois estdgios e de segunda
ordem:
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= w4 ¢+ 0(Ar) ©
¢V = Atf(tn,u) 7
%(2) = Atf(t, + At/2,ul + qfl)/Q) ®

As versdes implicitas consideradas sdo a DIRK(1,2) (Diagonally Implicit Runge-Kutta) a um
estagio e também de segunda ordem

u = w4 g + O(AR) (9)

i

¢ = Atf(t,+ At/2, 0 + ¢ )2) (10

a DIRK(2,3) a dois estagios e de terceira ordem

w =+ (g )2+ 0Ar) (1)
3 3 3 3
¢V = Atf t.+ +6\/_At, up + %[qf)) (12)
3—vV3 3 3 3
0’ = Atf o+ 6fAt, uf' ~ %ql‘” + +qu§2)> (13)
e a DIRK(2,2) a dois estagios e de segunda ordem
ntl _ . n 1) _ (2 3
U; ui +agq;’ +(1—a)g” + O(AL) (14)
0 = Atf (ta+adtul +ag) (15)
0 = Atf (tu+ Al + (1 - a)g” +ag®) (16)

2
sendo que esta dltima, segundo Alexander [1], paracx = 1 — 3 fornece um método de Runge-
Kuta que € Strong Stability Preserving.

4.1 Primeiro Problema Teste

Neste primeiro problema teste a equacdo de Burgers inviscida unidimensional é resolvida
numericamente considerando-se uma condi¢o inicial dada por

u(z,0) = sen(nx) (17)
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e condicdes de contorno do tipo Dirichlet

u(0,¢) =0 (18)

u(1,t) =0 (19)

A fim de poder-se validar a solu¢do numérica obtida com o método de Runge-Kutta, foi
utilizado o Método das Caracteristicas [11] na obtencdo da solug@o exata, nos instantes de
tempo desejados, da equagdo de Burgers inviscida unidimensional.

As Figs. 2, 3, 4 e 5 apresentam as solu¢des numéricas empregando os diferentes métodos
de integracdo temporal, para diferentes instantes de tempo, conjuntamente com os resultados
obtidos com o método das caracteristicas (triangulos). Estas solu¢des foram determinadas para
Az =50x 1073, At = 5,0 x 1073 e C' < 1 para o método explicito e Az = 5,0 x 1073,
At = 5,0 x 1072 e C,qp = 10 para os implicitos, onde C,,,, representa o maximo valor
do nimero de Courant. A tolerdncia estabelecida como critério de parada para os métodos
do subespaco de Krylov foi de 107?. As curvas apresentadas nestas figuras correspondem,
respectivamente, aos instantes de tempo iguais a 0,0, 0,2, 0,4 e 0,6 segundos.
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Figura 2: Solugdo numérica da equagdo de Burgers utilizando o método ERK(2,2) e para C' < 1.
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Figura 3: Solug¢do numérica da equagdo de Burgers utilizando o método DIRK(1,2) e para C,,, 4, = 10.

_ A A,
1 - /A k,}k'A" \A\ -
- P xR A N
09} Ve &N, A
- /; & lxlg:
0.8 ’ /7 \
- KA h \
N V4 73 A 4
0.7 / yd \
- /i'/ e y'd . 3
0.6F VA s \
= F £K V4 ’ \
\>3</O.5 :— /&’/ /A( /( \
04 :_ /I y ¢ ’/A( — C.Inicial \‘A
- £ /x‘/ A — — — —BiCG \
03fF / i /A/ ——— BICGSTAB !
- './I A(/ X"A ............ A ......... M .QCMaFr{acteristicas |\,
02F [ &1/ \
- /K \
01 A}{'ﬁ\(’. \
b /4 \
7.3 '-
[y T T T
0 0.25 0.5 0.75 1
X

Figura 4: Solugdo numérica da equagdo de Burgers utilizando o método DIRK(2,3) e para C,;, 4, = 10.
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Figura 5: Solug¢do numérica da equagdo de Burgers utilizando o método DIRK(2,2) e para C,,,4, = 10.

Da observacao dessas figuras verifica-se que para todas as formulagdes empregadas as solu-
¢oes estdo de acordo com a solucdo obtida com o método das caracteristicas.

Conforme esperado, a formulag@o explicita torna-se instdvel para C' > 1. Entretanto, as
formulagdes implicitas foram capazes de fornecer resultados acurados mesmo para nimeros
de Courant bem superiores a 1. Para valores extremamente elevados de C' a solu¢do numérica
pode vir a oscilar nas regidoes proximas as singularidades, como o choque, ou introduzir uma
difusdo numérica aprecidvel, conforme pode ser observado na Fig. 6, onde os valores maximos
de u(z, t) sdo inferiores a unidade. Estes resultados foram obtidos com os métodos Bi-CGSTAB
e DIRK(2,3), empregando-se Az = 1,0 x 1074, At = 1,0 x 107}, Cjaz = 1.000 e para os
tempos ¢t = 0,2, 0,4, 0,6 e 0,8 segundos.

Nas Tabelas 3-5 sdo apresentados, para os métodos de Krylov e para os diferentes métodos de
Runge-Kutta empregados, o nimero méximo de iteragdes necessdrias para que o residuo fosse
inferior ao critério de convergéncia. Destes valores pode-se concluir que o melhor desempenho
foi obtido com o método Bi-CGSTAB. Como discutido anteriormente, esse método converge
tipicamente em torno da metade do niimero de iteracdes do método BiCG. Tal fato ocorreu em
funcdo do problema teste escolhido, para o qual a matriz dos coeficientes apresenta um padrao
estrutural e, em alguns casos, pode mesmo vir a ser simétrica.
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Figura 6: Solugdo numérica da equacio de Burgers utilizando o método DIRK(2,3), o Bi-CGSTAB e para C,, 4, =
1.000.

Tabela 3: Numero maximo de iteragdes e residuo maximo final dentre todas as iteracdes - DIRK(1,2).

Método Nﬁmef 0 de Residuo
1tera90es

BiCG 43 9,86 x 10710

Bi-CGSTAB 16 9,96 x 10~10

QMR 43 9,79 x 10710

Tabela 4: Numero maximo de iteracdes e residuo maximo final dentre todas as iteragdes - DIRK(2,3).

Método Nﬁmef 0 de Residuo
1teragoes

BiCG 35 9,97 x 10710

Bi-CGSTAB 12 9,67 x 10710

QMR 34 9,93 x 10710
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Tabela 5: Numero maximo de iteracdes e residuo maximo final dentre todas as iteragdes - DIRK(2,2).

Método NﬁmeNr 0 de Residuo
1teracoes

BiCG 53 9,82 x 10710

Bi-CGSTAB 33 9,89 x 10710

QMR 46 9,96 x 10710

4.2 Segundo Problema Teste

O segundo problema teste foi idealizado pensando-se em demonstrar a caracteristica nao-
oscilatoria do método de Runge-Kutta SSP DIRK(2,2), que garante preservar as propriedades
TVD da discretizagdo sob uma limitagdo no passo de tempo em comparacao com o método de
Euler implicito [5], que resulta em um método que € TVD. Trata-se da resolu¢do da equacdo de
Burgers inviscida para um problema de Riemann dado por

U(IE,O) — 1 sex<0,5 (20)
0 sex>0,5

Assim sendo, de modo a ressaltar a importancia do uso de métodos de Runge-Kutta SSP dia-
gonalmente implicitos, o segundo problema teste envolve a comparacgado das solugdes calculadas
com as formula¢des DIRK(2,3) e DIRK(2,2), sabendo-se que esta tltima é SSP.

Da teoria das equacdes diferenciais hiperbolicas [9] entende-se que as solugdes fracas en-
tropicas admissiveis do problema de Riemann, ondas de rarefacdo ou choque, sdo determina-
das a partir da funcdo de fluxo da lei de conservacdo. Para a equacdo de Burgers inviscida,

flu) = 5“2’ e para condicoes iniciais a esquerda (u;) que sdo maiores que as condicdes a di-

reita (u,.) no problema de Riemann, u; > u,., a solu¢cdo deste problema serd uma onda de choque
que ird se propagar com uma velocidade s dada pela condicao de Rankine-Hugoniot [9]

1712 02
S:f(ul)_f(ur)zg(l 0):0’5 (21)
U — Uy 1-0

e, portanto, a onda se propagara da esquerda para a direita.

Na simulagdo deste caso teste apenas o método QMR reproduziu as solucdes corretas consi-
derando um incremento de espaco Az = 5,0 x 1073 e um passo de tempo At = 5,0 x 1072, Os
demais métodos também conseguem reproduzir corretamente a solu¢do numérica, mas apenas
para incrementos de tempo mais restritivos que o considerado neste teste. As solu¢des mos-
tradas nas Figs. 7 e 8 foram determinadas para os instantes de tempo correspondentes a 0,3 s,
0,6 s € 0,9 s, respectivamente. Conforme pode-se observar nestes graficos, as solugdes calcula-
das com o método de Runge-Kutta SSP, DIRK(2,2), ndo apresentou as oscilagdes espurias que
podem ser vistas nos resultados correspondentes ao método DIRK(2,3), Fig. 7. Estes resulta-
dos compravam que o método DIRK(2,2) mantém limitada a variacdo total para cada passo de
tempo evitando o aparecimento destas oscilagdes, ou seja, ele € um método do tipo TVD.
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5 CONCLUSOES

Foi possivel verificar que as solu¢cdes numéricas da equacao de Burgers inviscida unidimen-
sional, obtidas para o Primeiro Problema Teste, sdo acuradas mesmo quando empregou-se as
formulacdes implicitas do método de Runge-Kutta. Também verificou-se que dentro os métodos
do subespaco de Krylov comparados neste estudo, o método Bi-CGSTAB foi o mais eficiente,
convergindo em um menor nimero de iteragcdes para o mesmo critério de convergéncia.

Outro resultado importante comprovado foi a propriedade nao-oscilatéria do método de
Runge-Kutta DIRK(2,2), que é um método do tipo Strong Stability Preserving, que preserva
as propriedades dos esquemas de discretizagdo espacial do tipo TVD quando empregados
conjuntamente. Futuramente, pretende-se verificar se o desempenho favordvel destes métodos
serd reproduzido quando da implementacdo de uma formulag¢do implicita no tempo para o
método Smoothed Particle Hydrodynamics.
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