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Resumo. O presente artigo concentra-se na apresentacdo dos conceitos matematicos-numéricos
e procedimentos gerais do desenvolvimento de um c6digo computacional para solu¢gdo do com-
portamento nao linear geométrico de estruturas reticuladas planas de trés graus de liberdade por
no, caracterizados por duas translacdoes e uma rotagdo. Para tanto, utiliza-se as aproximacoes
de elementos finitos para solucao discreta dos modelos estruturais, sendo implementados as ro-
tinas computacionais em ambiente Matlab. A experimentacdo numérica e valida¢ao do codigo
computacional sdo direcionados por casos testes conhecidos na literatura, transitando de andli-
ses em pilares, quadros e arcos. Em sintese, os resultados apresentam boa concordancia com as
solugdes de referéncia para todos os casos estudados, indicando adequado comportamento das
estruturas estudadas.
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FINITE ELEMENT FORMULATION APPLIED TO THE NONLINEAR
BEHAVIOR OF PLANE STRUCTURES

Keywords: Finite Elements, Structures, Nonlinear, Computer Program.

Abstract. This article concentrates on the presentation of mathematical-numerical concepts
and general procedures for the development of a computational code for solving the geometric
nonlinear behavior of plane structures of three degrees of freedom per node, characterized by
two translations and one rotation. For this purpose, finite element approximations are used
for discrete solution of structural models, with computational routines being implemented in a
Matlab environment. Numerical experimentation and computational code validation are guided
by test cases known in the literature, moving from analysis in columns, frames and arcs. In
summary, the results show good agreement with the reference solutions for all the cases studied,
indicating an adequate behavior of the studied structures.
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1 INTRODUCAO

A andlise estrutural visa estudar o comportamento de estruturas sujeitas as acdes externas
diversas, a fim de obter parametros ¢ dados importantes para dimensionamentos ¢ projetos,
como deslocamentos, tensdes e deformacdes. Frequentemente, a andlise linear é usada em
inimeros problemas préiticos da engenharia, tendo sua modelagem baseada na configuracio
original indeformada do elemento estrutural. Todavia, a andlise eldstica linear ndo representa o
comportamento real das estruturas em certas condi¢des de carregamentos nao convencionais ou
até mesmo para obter os carregamentos limites.

Neste contexto, a construgao de estruturas mais esbeltas e com alto desempenho foi encami-
nhada pelo avanco recorrente de técnicas construtivas e pesquisas cientificas, além do emprego
de novos materiais de construcdo. Tais aspectos direcionam para uma analise estrutural nao li-
near que permite uma maior verossimilhanga entre o modelo de engenharia e 0 comportamento
real. Quando estuda-se problemas dessa natureza, usualmente, adota-se duas fontes de nao line-
aridade que ocorrem em estruturas e sdo significativas na pratica da engenharia, devido associar
importantes fendmenos que ocorrem nas estruturas quando expostas a certos efeitos e solicita-
coes externas [10]. Sendo assim, primeiramente, cita-se a ndo linearidade fisica que provém
do fato que o material ndo apresenta uma proporcionalidade na relacdo tensdo-deformagdo, ou
seja, a lei de Hooke ndo ¢ vilida.

Em sequéncia, a segunda fonte é a nao linearidade geométrica, onde as estruturas sao ca-
racterizadas por grandes deslocamentos e/ou rotagdes, as equacoes de equilibrio sao definidas
no estado deformado da estrutura ou também ocorre uma alteracdo na relagdo deformagao-
deslocamento, ou seja, nas equagdes cinematicas [2]. Ressalta-se que uma estrutura pode apre-
sentar um comportamento ndo linear, mesmo que o material seja elastico-linear.

Sendo assim, no decorrer das ultimas décadas a andlise ndo linear de estruturas direcionou
grande interessante na area cientifica, devido os desafios matematicos e numéricos associados
as aplicagdes praticas na engenharia. Nesse cendrio, como pioneiros, Tuner ez al. [37] e Argyris
[1] apresentam uma estratégia de solu¢do ndo linear baseada em um método puramente incre-
mental. Em busca de minimizar possiveis erros provenientes das técnicas incrementais, Oden
[22] e Mallett e Marcal [16] utilizaram iteragdes do tipo Newton-Raphson para solugdo. Nos
trabalhos de Brebbia e Connor [7] e Murray e Wilson [20] combinaram os métodos incremen-
tais e iterativos, considerando inicialmente no ciclo iterativo a carga sendo constante. Sendo
assim, foi introduzida ao meio cientifico a estratégia de solugdo incremental-iterativa. Os méto-
dos de solugdo baseiam, frequentemente, nas premissas do método de Newton-Raphson padrao
(MNRP), onde se deve realizar a atualizacdo continuamente da matriz de rigidez atualizada.
Contudo, Zienkiewicz [42] e Crisfield [11] apresentaram o método de Newton-Raphson modi-
ficado (MNRM), onde a matriz de rigidez € atualizada somente em cada passo incremental.

Os problemas nao lineares geométricos buscam estipular trajetérias de equilibrio, ou seja,
relagdes entre niveis de carga e deslocamento. Todavia, dependendo da natureza e configu-
racdes do sistema, a estrutura pode apresentar varios pontos criticos, gerando dificuldades no
tratamento numérico e na previsdo do comportamento do elemento estrutural. Sendo assim,
estudos iniciais acerca de tais problemas foram realizados em Sharifi e Popov [33] e Sabir e
Lock [32]. Posteriormente, inimeros métodos alternativos foram desenvolvidos visando con-
tornar os problemas expostos, por exemplo, o0 método de comprimento de arco [31, 39], método
de controle de deslocamento [3], método de controle de energia [27], método do fluxo normal
[38], método do controle de deslocamento generalizado [41], dentre outros. Meek e Tan [19],
Rezaiee-Pajand et al. [29] e Bergan e Sgreide [6] apresentaram investigacOes acerca de algumas
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dessas estratégias de solu¢ao numérica ndo linear.

Em diversos problemas fisicos ndo lineares estruturais € interessante usar estratégias eficien-
tes baseadas em incrementos automaticos de carga, ou seja, estimar o tamanho do incremento e
o sinal correto desse parametro, a fim de investigar os pontos limites. Bergan et al. [5] e Bergan
[4] definiram o pardmetro de rigidez corrente (Current Stiffness Parameter - CSP), destinado
ao controle do tamanho do incremento inicial do parimetro de carga, influenciado diretamente
pelo grau de ndo linearidade do sistema estrutural. Crisfield [12] apresenta técnicas para con-
trole do tamanho de comprimento de arco e do tamanho do incremento inicial do pardmetro de
carga, onde necessitam de informacdes como quantidade de iteracdes desejadas e quantidade de
iteracOes realizadas no passo de carga anterior. Neste contexto, no trabalho de Yang e Kuo [40]
apresenta estratégias de solucdo baseadas no GSP (General Stiffness Parameter), representando
um parametro de rigidez generalizado do sistema.

Pacoste e Eriksson [25] realizou um tratamento acerca da formulacdo de elementos de viga
para a andlise numérica de fenomenos de instabilidade em estruturas, onde comparou as descri-
coOes lagrangianas total e co-rotacional, aplicadas a problemas bidimensionais e tridimensionais.
Posteriormente, Pacoste [24] realizou investigacdes numéricas acerca da instabilidade de cascas
utilizando elementos finitos triangulares de trés nds e seis graus de liberdade em cada né.

No Brasil, dentre as inimeras pesquisas voltadas para andlise ndo linear de estruturas, cita-se
o trabalho de Galvdo [14], onde buscou realizar um desenvolvimento de um programa compu-
tacional para a anélise ndo linear estitica e dindmica de pdrticos planos com ligacdes flexiveis.
Além disso, Silva [34] desenvolveu uma ferramenta computacional para anélise avancada es-
titica e dindmica de estruturas metélicas reticuladas baseada no método dos elementos finitos.
Onde considerou a nao linearidade geométrica, tratando os efeitos da deslocabilidade da estru-
tura e a ndo linearidade fisica caracterizada pela inelasticidade do ago e as ligagdes semirrigidas
entre os membros estruturais. Paraski [26] realizou um desenvolvimento de um codigo para
andlise estdtica de estruturas reticuladas planas com ndo linearidade geométrica, onde a im-
plementacdo computacional foi realizada em Matlab, visando a simplicidade, compactagdo e a
disponibilidade de recursos gréficos para pds-processamento.

No trabalho de Maximiano [18], desenvolveu uma alternativa eficiente para estabilizar a es-
tratégia do residuo ortogonal. Para tanto, a condi¢io de perpendicularidade deve ser satisfeita
ao longo do processo iterativo de solu¢do, a fim de contornar as dificuldades em ultrapassar
todos os pontos limites que surgem ao longo da trajetdria de equilibrio. Os problemas estuda-
dos baseiam-se na andlise de arcos com comportamento geometricamente ndo linear. Silva [35]
teve como objetivo desenvolver formulacdes para estruturas reticuladas bidimensionais com
comportamento nao linear geométrico baseado no método dos elementos finitos e no referen-
cial corrotacional. A metodologia de solu¢do tem como base 0 método de Newton-Raphson
acoplado as estratégias de incremento de carga e de iteracdo. As implementacoes foram reali-
zadas no programa computacional CS-ASA.

Oliveira [23] descreve a formulacdo corrotacional de um elemento de viga unificado com
base nas teorias de vigas de Euler-Bernoulli e de Timoshenko, sendo usado para analisar pro-
blemas fortemente ndo-lineares ¢ que ndo apresentam bloqueio por cisalhamento. Aplica-se
o método de comprimento de arco, onde possibilita a investigacdo detalhada dos caminhos de
equilibrio com diversos pontos limites. Ribeiro [30] apresenta um estudo do comportamento
ndo linear geométrico de sistemas estruturais aporticados planos. Para tanto, utiliza-se a estraté-
gia incremental—iterativo de Newton—Raphson com controle de carga com atualizacdo da matriz
de rigidez a cada iterag@o e a abordagem corrotacional. Além disso, o programa computacional
permite a consideracdo de elementos com se¢Oes transversais arbitrdrias e variando ao longo
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do elemento. As aplica¢des foram destinadas ao contexto de projeto de estruturas em concreto
armado e ago, e na anélise de estabilidade global da estrutura.

Desta forma, o vigente estudo concentra-se em apresentar um moédulo computacional es-
pecifico para andlise estrutural, desenvolvido em ambiente Matlab, denominado pelo autor de
NASEN/SA (Numerical Analysis System for Engineering/Structural Analysis), fundamentado
nos procedimentos de elementos finitos para andlise ndo linear geométrica de estruturas reticu-
ladas planas [21].

2 PROCEDIMENTOS NUMERICOS NAO LINEARES ESTRUTURAIS

A formulacao ndo linear de pérticos planos € construida com base no referencial Lagrangi-
ano atualizado. Define-se as componentes planas de tensdo provenientes do tensor de Cauchy
COMO T, € T4y, € as deformagdes incrementais de Green e, € ¢,,. Com base no principio
dos deslocamentos virtuais, pode-se escrever a equagdo de equilibrio incremental do trabalho
virtual [40], conforme dado pela Eq. (1).

/ (Feypders + 4Gey,de,,) dV + / (tTménm + 2t7my577$y) dV =R R (1)
% v

Como a relagdo deformagdo-deslocamento é fundamentada pelo tensor de Green-Lagrange,
considerando as deformagdes axiais e cisalhantes [28], pode-se escrever as relagdes diferenciais

a seguir.
du, 1 du, 2 duy 2
vr — = . 2
e d$+2[<dx>+<dw>] )

1 fdu,  du, 1 (duydu,  du,du,
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Nas sentencas matematicas apresentadas na Eq. (2) e na Eq. (3), os primeiros termos re-
presentam as parcelas lineares e os demais termos sdo correspondem as parcelas nio lineares.
Adota-se também a hipétese de Euler-Bernoulli, que define que as se¢des transversais planas
permanecem normais ao eixo da barra na flexdo. Desta maneira, os deslocamentos u, ¢ u, em
um ponto genérico pode ser associado aos deslocamentos u e v da viga. Logo, pode-se escrever
que os deslocamentos sdo u, = u — yv’ e u, = v. Apds algumas manipulagdes, a sentenca
integral, dada pela Eq. (1), pode ser reescrita conforme posto a seguir.

L
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i d*v du d
_tF du av — T ft+Atp_t
+/{m<( )(m:)) Fy(S(dxdx)]dac {5u)” {2 R R}
0

31

dr + - )




REUCP, Petropolis, Volume 14, n° 2, ISSN 2318-0692, 2020

Para convencionar as discussdes posteriores no presente texto, considera-se que a Eq. (4) €
referida como teoria geral. Essa consideracio € interessante, uma vez que € possivel realiza-
se uma formula¢do generalista que permita atender as teorias simplificadas, como desprezar
termos de alta ordem nas relagdes cinemadticas. Aplicando nesse estagio, os procedimentos de
elementos finitos, que buscam aproximar o campo de deslocamento axial e vertical por meio de
uma combinagdo linear auxiliada por funcdes de interpolacio, conforme posto na Eq. (5) e na

Eq. (6).

U = Nlﬁl + Nzag - {Nl} {ﬁ} (5)

v = NgUl —+ N491 -+ Ng,Uz —+ N, (92 {Ng} {1_1} (6)

Os termos N; ¢ Nj representam os vetores que contém as funcdes de interpolacdo, sendo
lineares para deslocamento axial e ctibicas para deslocamento transversal, respectivamente. Es-
sas funcgdes sdo amplamente conhecidas na literatura cldssica de elementos finitos, conforme
pode ser visto em detalhes em Reddy [28]. As aproximagdes apresentadas na Eq. (5) e na Eq.
(6), sdo aplicadas na formulacdo integral do problema, conforme mostrado na Eq. (4). Desta
forma, resulta-se em um sistema algébrico final, conforme apresentado a seguir:

(Ke] + [K,]) {X} = {F} (7

A matriz de rigidez eléstica K, € obtida pela avaliagdo numérica das primeiras parcelas da
Eq. (4), conforme apresenta-se a seguir na Eq. (8).

K. = /LE } dw+/LEIZ {N3}{N} dz )
0 0

A matriz de rigidez geométrica K, € constituida pela soma das matrizes K, ¢ K;, onde
sdo caracterizadas pelas contribui¢des das parcelas dos esforgos axiais, cisalhantes e flexionais,
conforme posto a seguir:

[ SN Y [ SR s [ S N o
0 0 0

~

o [@H (x) {N;}Tdﬁ / o] (5} {5

0

Além disso, ® é definido como a soma dos momentos nas extremidades do elemento. Desta
forma, definido as matrizes elementares eldsticas e geométricas para cada barra do sistema
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estrutural, realiza-se uma transformacao para o sistema global por meio da matriz de rotacao.
Por fim, a matriz de rigidez global € construida pelo assemblamento das matrizes locais de cada
elemento.

Na andlise do comportamento ndo linear geométrica das estruturas, a todo instante, ¢ ne-
cessdrio atualizar a matriz de rigidez, a fim de garantir a configuracdo de equilibrio do sistema
devido as mudangas em sua geometria. Neste contexto, a matriz de rigidez K leva em consi-
deracdo esses efeitos provenientes do comportamento ndo linear do problema, ou seja, pode-se
condensar conceitualmente essa matriz como:

K= f(U,S) (11)

Note que a Eq. (11) indica que a matriz de rigidez € fun¢do do vetor de deslocamentos nodais
U e dos esforgos internos S. Sendo assim, a sistemdtica de solucdo de problemas nio lineares,
baseado nos procedimentos discretos de elementos finitos, transita pela avaliagdo numérica de
um sistema de equacdes ndo lineares, direcionando a aplicagcdo de uma metodologia baseada
na combinacdo de estratégias incrementais e iterativas [40]. Em linhas gerais, o processo é
constituido pela premissa de equilibrio das for¢as externas e internas, conforme € expresso
matematicamente pela Eq. (12).

F.—F;(U,S) =0 (12)

Em que F; é o vetor de forgas internas e F, é conhecido como vetor de for¢as externas, dado
pelo produto entre o fator de carga e vetor de referéncia que contém as diregdes das forgas
aplicadas na estrutura.

2.1 Solucao incremental predita

Considere-se conhecida todas as informagdes da tltima configuracdo de equilibrio da estru-
tura, a solug¢do incremental predita ou solu¢do incremental inicial tangente inicia pela constru-
cdo da matriz de rigidez e a defini¢do do vetor de deslocamentos nodais dU,., conforme posto a
seguir:

oU, = K] ' {F,} (13)

Sendo assim, deve-se estabelecer o incremento do carregamento A\, destacando que no
passo inicial esse é predefinido pelo usudrio no arquivo de entrada. Um método incremental
eficiente deve ser capaz de identificar e escolher automaticamente o incremento de carga, visto
que em problemas ndo lineares estruturais, existem a necessidade do conhecimento de pontos
criticos contidos ao longo do caminho de equilibrio da estrutura.

Existem diversas trabalhos desenvolvidos que abordam estratégias de incrementos de carga
e investigacoes, como pode ser visto em detalhes nas obras de Silva [34], Yang e Kuo [40],
Galvao [14], dentre outras. Na presente pesquisa adota-se a técnica incremental proposta por
Crisfield [12], denominada comprimento de arco, definida pela Eq. (14).

Iy
AL = AL i (14)
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deslocamento generalizado

Iteracio baseada no

Atualizagdo de Varidveis/Armazenamento de Dados

Figura 1: Estratégia computacional para andlise de problemas nfo lineares estruturais

Em que A/ e 'A/l sdo, respectivamente, os comprimentos de arco incrementais no passo de
carga corrente € anterior. Iy é o numero de itera¢des desejadas definido pelo usudrio e '1 € o
ndmero de iteracdes até a convergéncia da solucdo no passo de carga anterior. Desta forma, o
incremento de carregamento ¢ expresso a seguir:

M=t (15)

\/oULsU,

O sinal contido na Eq. (15) ¢ determinado com base no parametro GSP (Generalized Stiffness
Parameter), dependente do vetor deslocamento nodal no primeiro passo de carga e no passo de
carga anterior e corrente, conforme posto na Eq. (16).

LU,
tsUT6U,
O parametro de rigidez apresentado na relacdo acima é negativo para os passos de carga

situados proximos aos pontos limites do caminho de equilibrio da estrutura. Sendo que para os
demais pontos, ele € sempre positivo [40].

GSP = (16)

2.2 Ciclo de iteracoes

De acordo com Crisfield [12], grande parte das técnicas de solug¢do de problemas estruturais
com comportamento ndo linear fundamenta-se no método de Newton-Raphson. A Eq. (12) é
usada como base dentro do processo iterativo, reescrevendo essa expressao, chega-se:

34



REUCP, Petropolis, Volume 14, n° 2, ISSN 2318-0692, 2020

g —)F, —F,; (U,S) ~0 (17)

Onde o termo g representa o vetor de for¢as desbalanceados ou residual. O processo iterativo
busca minimizar a Eq. (17), quando atinge certa tolerancia, pode-se afirmar que a estrutura
encontrou uma configuragcdo de equilibrio.

No esquema padrdao do método de Newton-Raphson, o parametro de carga A ¢ mantido cons-
tante ao longo de todo processo iterativo, possibilitando que a resposta seja obtida ate o ponto
limite e/ou bifurcagdo. Quando considera o parametro varidvel no processo iterativo ¢ possivel
determinar todo o caminho de equilibrio [3, 15]. Sendo assim, permitido a variagdo do para-
metro de carga, tem-se que os deslocamentos nodais iterativos podem ser representados pela
seguinte equacao de equilibrio:

K" Uy =g (U4, (18)

O indice k > 1 € o contador de iteragdes. Desta forma, como o parametro de carga € variavel,
deve-se calcular esse em cada iteracdo, conforme posto na Eq. (19).

I Lt S (19)

Onde 6)\* é denominado como sendo a corregdo do fator de carga. Considerando o método
convencional de Newton-Raphson, tem-se a solucio trivial com 0A* = 0 e é denominado como
iteracdo a carga constante. Por outro lado, aplicando a estratégia proposto por Chan [9], a
iteracdo baseada no deslocamento generalizado, pode-se escrever a seguinte expressao:

sUR) " Uk
- — L) U, T)T g (20)
(08) v
Sendo assim, baseado na Eq. (18) e na Eq. (20), pode-se explicitar o vetor de deslocamentos

nodais iterativos, conforme posto na Eq. (21).

SU* = 6U} + 6X°0UY (21)

Os vetores de deslocamento associado ao vetor de forcas desequilibradas e ao vetor de refe-
réncia sao dados a seguir:

—1
Uk = [K““*l)} g(h=1) (22)

SUF = [K““*l)} F, (23)

Neste contexto, como mencionado anteriormente, deve-se impor um valor aceitdvel de tole-
rancia ( ao sistema, predefinido pelo usudrio antes da simulacdo. Dentre os critérios de con-
vergéncia usados na literatura, considera-se a norma baseada no equilibrio de forg¢as, conforme
posto na Equacio (24).
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le“"]

eI 24
i o

Sendo constituido pela razdo das normas Euclidianas do vetor residual e as forcas externas.
Ap6s a convergéncia for alcangada pode-se afirmar que a estrutura estabeleceu uma configu-
racdo de equilibrio e, consecutivamente, as varidveis para os proximos incrementos sao atuali-
zadas. Em sintese, as etapas e os processos de implementagcdo para problemas estruturais nao
lineares podem ser visualizados na Figura 1.

3 TESTES NUMERICOS DE APLICACAO

Nesta sec¢do sdo apresentadas as validacOes e as discussdes da performance do programa
computacional desenvolvido para andlise estrutural ndo lineares. Para afericao dos resultados
numéricos sao utilizados solug¢des analiticas e dados de simula¢des computacionais disponiveis
na literatura.

3.1 Pilar sujeito a carga vertical e forca axial

O primeiro exemplo consiste um pilar fixado na base inferior com se¢do transversal de al-
tura 1,27 c¢m, 4rea com valor de 1,6129 cm?, um comprimento igual a 254 cm e o médulo de
elasticidade de 207 GPa. Na Figura 2(a) apresenta-se o croqui e a malha numérica utilizada
no problema. Em relacdo aos resultados utilizados para comparagio, usa-se a solu¢do exata do
problema, encontrado em Timoshenko e Gere [36]. Usa-se também os resultados numéricos via
elementos finitos como comparagao, obtidos em Cunha [13].

y (cm)
N6 de Aplicacio 250 +
de Carga ~-.
@ 200 +
019
150 +
(6] 100 +
100°
Restrigdes: 1
= x (em)
30 80 130 180 230
(2) ®

Figura 2: (a) Esquema do pilar com carga axial e vertical e modelo discreto de elementos finitos e (b) deformada
da coluna para diferentes angulos de rotacdo

Na Figura 2(b) busca-se verificar, de forma qualitativa, o comportamento deformacional do
pilar para diferentes angulos de rotagdo, nota-se que qudo maior a carga aplicada na estrutura,
tem-se uma configuracdo deformada mais acentuada associada a uma maior rotagcdo. Para as
simulagdes, busca-se avaliar o comportamento do problema para diferentes razoes de P/ P,
visando extrair os resultados de deslocamento horizontal e vertical na extremidade livre da
coluna.
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Esse problema também foi estudado via métodos numéricos por Carvalho [8]. Inicialmente,
analisa-se o deslocamento horizontal do pilar. A Tabela 1 apresenta uma comparagdo entre os
valores dos deslocamentos horizontais, medido a partir da base fixada, obtidos com base em
métodos numéricos e as previsdes analiticas da literatura. Nota-se que usando um parametro de
carga inicial igual a 1 - 10~* ¢ 50 incrementos, €m-se resultados semelhantes com Timoshenko
e Gere [30].

Tabela 1: Valores para deslocamento horizontal medido na extremidade do pilar para diferentes niveis de cargas
aplicadas no elemento estrutural

: 1
P/P, e%‘;fg‘*;;;‘;o N‘&S/Izl)\l A® (%) | Cunha (20172 | AY(%)
1 1,000 1,000 | 5,14E-04 1,000 0,00E+00
1,015 0,970 0,970 | 3,04E-02 0,961 8,30E-01
1,063 0,881 0,881 | 2,17E-02 0,867 1,48E+00
1,152 0,741 0,741 | 5,04E-02 0,74 4,00E-02
1,293 0,560 0,562 | 3,84E-01 0,557 1,43E+00
1,518 0,349 0351 | 697E-01 0,348 2,30E-01
1,884 0,123 0,124486 | 1,21E+00 0,123 5,20E-01

Tabela 2: Valores para deslocamento vertical medido na extremidade do pilar para niveis de cargas diferentes
aplicadas no elemento estrutural

: i
P/P, e%‘;‘f:‘f;‘é;‘;o N‘f‘ys/lzl)\l A® (%) | Cunha (2017)2 | A9 (%)
1 0,000 0,000 _ 0 _
1,015 0,220 0,220 | 1,26E-01 023239 | 5,63E+00
1,063 0,422 0423 | 3,21E-01 0,4434 5,07E+00
1,152 0,593 0,594 | 9,73E-02|  0,59368 1,10E-01
1,293 0,719 0,719 | 5,66E-04 |  0,72058 2,20E-01
1,518 0,792 0,792 | 2,11E-02 | 079218 2,00E-02
1,884 0,803 0,803892 | 1,11E-01 0,80325 3,00E-02

A Tabela 2 expdem os resultados do comportamento da solugao para os deslocamentos ver-
ticais, tomados a partir da base engastada do pilar. Desta maneira, os valores obtidos pelo pro-
grama NASEN mostram-se parelhos em relag@o aos resultados obtidos com a solucdo analitica,
apresentando baixos niveis de erro.

3.2 Quadro em losango-quadrado fixada por pinos

Considere uma estrutura em formato de losango, com todas suas arestas iguais e de com-
primento L, o sistema estd sujeito a acdo de cargas verticais, localizadas no vértice superior e
inferior da peca. O problema proposto apresenta duas configuracdes, sendo elas em relagdo a
natureza das cargas aplicadas na estrutura, conforme ilustra a Figura 3. A sec¢do transversal ¢
retangular com dimensdes iguais a 1x0,1 m, o comprimento das arestas do losango é de 10 m
e 0 modulo de elasticidade € igual a 1,2 - 10° kPa.

Adota-se também uma tolerancia igual a 10~°, um fator de carga inicial de 0,01 e 5 itera¢oes
desejadas. Em ambos os casos, busca-se avaliar os deslocamentos w e u presentes na estrutura.
A solugdo de comparacgido € obtida em Mattiasson [17].
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— 2 —

or

Figura 3: Quadro em formato de losango quadrado sob tragdo e compressao

Na Figura 4(a) ¢ na Figura 4(b), apresentam as curvas dos deslocamentos adimensionais para
a configuracdo da estrutura sujeita a a¢do de forga de tragdo e de compressao, respectivamente.
E possivel observar uma boa concordancia dos resultados obtidos pelo programa desenvolvido

no presente trabalho e os dados da literatura.

PLYEI B PI?/EI
b 10 + o
81 B — u/ L NASEN 5
o 81 === w/ L NASEN J
61 E,] — 1/ L NASEN O u/ L Mattiasson (1981) @
O w/ L NASEN 67 © w/ L Mattiasson (1981) QQ
4t | A y/ L Mattiasson (1981) DO
u O w/ L Mattiasson (1981) 41 o
3 o®°
2 T A 2 T ‘O‘O“o
u' L, w'L lor*© u/ L, w/ L
R 0,4 0,6 0,8 0 02 04 06 08 1 172
(a) (b)

Figura 4: Curva carga-deslocamento para estrutura sob forca de (a) trac@o e de (b) compreensao.

Observa-se que para configuragdo de carga tracionada, atuando na estrutura, a solu¢do ndo
apresenta pontos criticos. Em contrapartida, quando se avalia o caso do quadro sujeito a forga
de compressao, nota-se o surgimento de um ponto limite de deslocamento préximo ao valor de

0,2 associado ao deslocamento horizontal.

3.3 Arco raso com carga centrada

Este exemplo representa um arco circular raso (ou abatido) rotulado em ambas as extremi-
dades sujeito a um carregamento concentrado no centro da estrutura. Problemas dessa natureza
sdo, frequentemente, objetos de andlise e investigacdo de pesquisas, como pode ser visto em

Yang e Kuo [40], Maximiano [18] e Silva [35].
A estrutura foi discretizada com 14 elementos, totalizando 15 nds na estrutura e o primeiro
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incremento de carga € igual a 0,5. Adota-se uma tolerincia de 107°, a secdo transversal e
momento de inércia sdo unitarios, o comprimento € igual a 100 cm e a altura do arco € tomada
como 10% desse valor.

P (kN)

— NASEN
B Yang e Kuo (1994)

s L ®

0,5+

-0,5+

Figura 5: Caracteristicas do problema e a trajetéria de equilibrio do arco raso sujeita a for¢a concentrada

A verificacdo do comportamento da estrutura € realizada no ponto central do arco, onde se
busca avaliar a sensibilidade do deslocamento vertical com a variacdo da carga. Na Figura
5, apresenta um trecho da trajetéria de equilibrio, sendo possivel verificar facilmente os pon-
tos limites de carga. Note também que a solucdo obtida pelo programa NASEN apresenta um
comportamento satisfatério em relagdo os dados numéricos obtidos em Yang e Kuo [40]. Para
verificar o comportamento do arco abatido submetido a diferentes niveis de solicitacdes, a Fi-
gura 6 apresenta a deformada do arco para alguns incrementos de carga.

y(cm) —n=0 —-en=30
61 ——n=50 —+—n=100
s | n =200
4,,
3,,
2,,
Iy x (cm)

9()' 100

Figura 6: Configuragio deformada do arco raso com carga centrada

3.4 Arco semicircular com carga simétrica

O exemplo estudado consiste em um arco circular sujeito a uma carga centrada, ou seja,
nestas configuracdes trata-se de um sistema estrutural perfeito, conforme ilustrado na Figura 7.
Os arcos sdo estruturas que apresentam fortes ndo linearidades e comportamentos que desper-
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tam grande interesse cientifico, por exemplo, o fendmeno do looping. Sendo assim, podem-se
destacar alguns trabalhos acerca do tema, como Yang e Kuo [40], Paraski [26] e Oliveira [23].

P
— NASEN
100 | ® Yang e Kuo (1994)
50t
) ~50 1
s L °
Figura 7: Arco semicircular circular com carga cen- Figura 8: Curva carga = deslocamento vertical para arco
trada semicircular sujeita a carga centrada

As propriedades consideradas na simulacdo computacional do caso teste sdo, primeiramente,
o didmetro do semicirculo igual a 100 cm, o momento de inercia € unitdrio e a se¢do transversal
com area igual a 10 cm?, a base e altura iguais a V30 /60 e 2\/%, e o modulo de elasticidade é
tomado igual a 2000 kN/cm?.

y(em) =—n=0 ——n=500 y(m) —n=0 ——n=5750
— =800 ---n=1300 — n=6000--- n = 7000
601 n = 2000 60 e n= 6500

40 | 40 {
20 | 20 |

| y ‘ ﬁ,', | R X (cm) X (cm)

1030, 50 70790 110 110

—20 —20
—40 | —40 |

Figura 9: Configuragido deformada do arco semicircular com carga simétrica para diferentes incrementos de carga

Em relagdo aos parametros preliminares de entrada do processo iterativo, adota-se uma to-
lerancia de 10~° ¢ um incremento de carga inicial de 5-1073. Em relacdo as condi¢des de
vinculagdo, as extremidades do arco sdo restringidas em relacdo aos deslocamentos axiais e
verticais, permitindo somente a rotagdo nestes pontos.

Na Figura 8 apresenta o caminho de equilibrio da estrutura e destaca-se também os pontos
limites de cargas obtidos na literatura, vide [40]. Note que os resultados obtidos pelo programa
NASEN, quando comparados com a solu¢do de referéncia, exibem um comportamento asser-
tivo. A Figura 9 exibe inimeras configuragdes deformadas para niveis diferentes de incremento
de carga.
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4 CONCLUSAO

Este estudo visou apresentar os principais aspectos dos procedimentos ¢ as aplicacdes acerca
do comportamento ndo linear geométrico de estruturas planas descritas por elementos unidi-
mensionais. Para solucdo discreta do problema, adota-se o modelo computacional de elemento
finito de pértico plano, contendo trés graus de liberdade por n6. A formulacido é baseado no
principio dos deslocamentos virtuais, considerando o referencial Lagrangiano atualizado e a
teoria de Euler-Bernoulli.

Os casos testes estudos buscaram apresentar niveis de complexidade e comportamentos fi-
sicos diferentes, uma vez que as estruturas podem exibir graus de nao linearidade variados
atrelados aos carregamentos e configuracoes dos elementos analisados. Em sintese, o programa
computacional desenvolvido NASEN, apresentou um comportamento coerente com as previ-
soes da literatura para os exemplos testados. Trabalhos futuros sdo impulsionados para a am-
pliacdo e melhoria do programa computacional desenvolvido para o tratamento de estruturas
tridimensionais e outros efeitos de ndo linearidade importantes para engenharia estrutural.
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