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Resumo. Pilares de pontes de elevada altura tornam-se mais viaveis economicamente se
modelados e dimensionados com secdo transversal vazada, podendo inclusive adotar se¢des de
paredes finas aberta numa das faces, face esta que pode ser contraventada ao longo da altura
por lintéis espagados. Tal modelo gera a ativacdo de esforgos oriundos da agido conjunta da
flexdo e da torgdo, tornando-se relevante o estudo do centro de torcdo D, do empenamento e
conseguintes variacdo da rotacdo ¢ em torno do eixo axial em D e do bimomento. Para
contribuir com a praticidade de implementagdo computacional apresenta-se neste artigo a
resolugdo de pilar em formato de nucleo estrutural C pela Técnica do Meio Continuo (TMC)
em detrimento do Método dos Elementos Finitos (MEF). Procede-se, também, a resolu¢do da
equacdo diferencial decorrente da agdo do vento em pilares e equacionada pela Teoria da Flexo—
Tor¢do (TFT), bem como ¢ fornecido o elemento finito de barra para o pilar de paredes finas
contraventado por lintéis. Com tais implementagdes verifica-se boa convergéncia entre o MEF,
TFT e TPP em detrimento de casos particulares estudados por Smith e Taranath de 1972, com
ordem média de aproximacdo de 98,04 %.
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BRIDGE COLUMNS WITH THIN-WALLED SECTION AND HIGH
HEIGHT, A THEORETICAL AND EXPERIMENTAL ANALYSIS BY
THE CONTINUOUS MEDIUM TECHNIQUE AND THE FINITE
ELEMENT METHOD

Keywords: Continuous Medium Technique (CMT), Wall Panel Theory (WPT), Bridge
Columns, Bracing by Lintels, Finite Element Method (FEM).

Abstract. Columns of high height bridges become more economically viable if modeled and
dimensioned with a cross-section cast and may even adopt thin-walled sections open on one
side, which can be contravened along the height by spaced-apart lintels. Such a model generates
the activation of efforts resulting from the joint action of flexion and torsion, making relevant
the study of the center of torsion D, warpage and consequent variation of rotation ¢ around the
D-axis and the two-axis. In order to contribute to the practicality of computational
implementation, in this paper is present the resolution of the C-pillar by the Continuous Media
Technique (CMT) is proposed in detriment of the Finite Element Method (FEM) for bridge
pillars with thin-walled cross section. The differential equation resulting from the action of the
wind on pillars and equated by the Flexo-Torsion Theory (TFT) is also solved, as well as the
finite bar element is provided for the thin-walled column braced by lintels. With such
implementations there is good convergence between the MEF, TFT and TPP to the detriment
of particular cases studied by Smith and Taranath of 1972, with an average order of
approximation of 98.04 %.
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1 INTRODUCAO

A Técnica do Meio Continuo (TMC) foi bastante utilizada até os anos 1990, sobretudo com
aplicagdo em edificios altos. Porém, com a disseminagdo dos computadores surgiram inimeros
programas computacionais de andlise estrutural fazendo uso do Método dos Elementos Finitos
(MEF), de maior praticidade. Assim a TMC foi relativamente esquecida, dai a auséncia de
publicacdes recentes no tema. Nesta introdugdo apresentam-se referéncias relacionados ao
projeto de pilares de paredes finas, indicando-se literatura na qual grande parte dos trabalhos
fizeram uso da TMC, e por fim correlaciona-se tal técnica com o projeto de pilares de pontes.

A analise da flexo-tor¢ao em estruturas de paredes finas foi inicialmente postulada por Bazile
Zakharovitch Vlassov, que em 1936 publica “La statique des enveloppes”, sua tese de
doutorado. Continuando nos anos seguintes a estudar mais aprofundadamente as estruturas de
paredes finas, no francés: “membres en voiles minces”. Rematando tais avangos na teoria geral
dos elementos esbeltos de paredes finas através do livro publicado em 1940, reeditado em 1958
e transcrito para o francés em 1962, sob o titulo: “pieces longues en voiles minces” [32].

Na década de 70 do século XX ocorreu maciga contribuigdo ao tema flexo-tor¢ao em segdes
de paredes finas, através da TMC. As paredes acopladas foram analisadas em Gluck [7] e
discutida tal analise por Wynhoven et al. [34]. Em seguida, por Smith e Taranath [27] analisam
o problema da coluna com se¢do em U, reforcadas por abas, e submetidas a tor¢ao uniforme,
sendo estudados o bimomento ¢ a rotacdo em torno do eixo axial sob o centro de torgdo e
proposto o contraventamento por lintéis com formagao de rétula plastica no meio do vdo. Em
Wakabayashi e Yagui [33] as andlises do nucleo estrutural sdo processadas mediante Teoria da
Flexo-Tor¢do (TFT) associada a andlise matricial de estruturas, buscando-se assim,
implementar em subsequentes estudos de edificios altos.

No estudo de duas paredes finas acopladas mediante lintéis pode-se ressaltar Gluck e Gellert
[8], Tso e Biswas [30, 31] e Danay et al. [6]. Na contribui¢cdo de Unico nucleo formado por
secdo de paredes finas e contraventado por lintéis (para edificios altos), tem-se como
indispensavel citar Wakabayashi e Yagui [33] em conjunto com Heidebrecht e Smith [10]. Este
ultimo com a utilizagdo de fungdes adimensionais para expressar 0 empenamento ¢ e suas
conseguintes derivadas até a terceira ordem. Nestes trabalhos sempre foi desprezada a parcela
da deformacdo por corte. A consideracdo de tal deformacao, devido ao corte, € proposta em
Serra e Yagui [26] e o efeito de carga axial aplicado no centro de cisalhamento em Yagui e
Serra [37]. Porém ambos consideram cargas laterais constantes, ndo procedendo a anélise da
acdo do vento, cuja atuagdo gera momento de tor¢ao variavel na altura da estrutura.

O efeito da deformagdo por corte em se¢des de nicleos estruturais ¢ analisado em Smith e
Abate [28], porém detém-se na formulacdo pela TFT, ndo analisando o problema sob a dtica da
Teoria dos Painéis—Parede (TPP). Nesta mesma linha de raciocinio cita-se Khan e Smith [11]
que apresenta a solucdo analitica para secdes abertas com distribuicdo de lintéis idénticos e
repetidos ao longo da altura do pilar. O equacionamento do lintel, em ambos os artigos, ndo
considera o lintel como viga e computa seu efeito no ntcleo estrutural através da formacao de
rétula pléstica no centro do vao. Assim é que neste artigo, procede-se o equacionamento do
referido lintel mediante equagdes de Maney. Evitando-se a imposicdo (consideracdo) da
ocorréncia obrigatéria da rotulagdo pléstica no centro do vao do lintel (ver as equagdes de
Maney em [15, 19]). J& em ambito da producdo de dissertacdes e teses brasileiras ressalta-se:
Rachid [21] que apresenta a formulag¢ao da TFT via método energético e focado em determinar
a carga critica para flambagem lateral, das aqui mencionadas paredes finas de sec¢do transversal
aberta, ja em Carvalho [4] incrementa-se o estudo da carga de flambagem.

J4, em Barbosa [1] tal contraventamento ¢ analisado mediante imposi¢do de cargas laterais
constantes ao longo da altura. Para Marques [16] o nucleo estrutural é constituido por duas
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paredes em formato de U e acopladas mediante lintéis unindo as abas das paredes, ficando
submetido a momento de tor¢do M; no centro de gravidade do sistema. Por fim, em Costa [5]
incrementa-se nos nucleos a fundagdo flexivel mediante vinculagdo elastica. A andlise dos
efeitos de segunda ordem nos nucleos estruturais ¢ realizada em Xavier [35] com cargas
verticais distribuidas ao longo da altura, tanto para nucleos isolados contraventados ou ndo por
lintéis, bem como de paredes em formato de U e acopladas mediante lintéis, sendo publicado
com novo detalhamento em Xavier e Melo [36]. Anos mais tarde, Basttistelle [2] acresce na
analise de 2°* ordem, o efeito das deformacdes axiais dos pilares, porém ndo aplica tal conceito
aos nucleos estruturais (nos subsequentes painéis-parede).

Em Ribeiro [22] estudam-se os nucleos mediante analise matricial do método dos
deslocamentos e sua conseguinte associacdo tridimensional a porticos, em seguida Yoshida [38]
integra os nucleos estruturais aos pilares ou aos pendurais de aco. E a analise dindmica da
associacao tridimensional de pdrticos, nicleos e paredes via TMC ¢ abordado em Laier [13]. J&
para o devido desacoplamento do sistema de equagdes recorre-se a Rosman [23], realizando tal
procedimento mediante translado do sistema de referéncias para um sistema generalizado. No
ambito de livros ¢ fundamental mencionar Smith e Coull [29], que no capitulo 13 dedica-se ao
estudo de pilares de secdes com paredes finas abertas e contraventadas por lintéis ou lajes. Nesta
ultima publicacdo o problema ¢ resolvido mediante a TMC, a TFT e o elemento finito via
analise matricial com acoplamento da flexdo e do empenamento, porém desprezando a
deformacao por corte. Por fim, Nemir [ 18] faz um apanhado detalhado de todas as hipoteses e
equacdes envolvidas no fenomeno da flexo-tor¢do, bem como resultados experimentais de
cargas ¢ momentos criticos. As referidas analises sdo procedidas para vigas continuas e
poérticos, em qual linha de raciocinio cita-se Kolbrunner [12].

Como mencionado neste estado da arte verifica-se que as analises procedidas até entdo sdo
para pilares em ntcleos estruturais sob formato de C, concentrando-se sempre em edificios
altos, onde as cargas sdo introduzidas a cada nivel dos andares e torna-se irrelevante a tor¢ao
no topo do edificio. No caso de pontes em vigas ndo ha registros de tal contribui¢ao, propondo-
se neste artigo procedé-la pela TMC através da TPP e conseguinte validacdo numérica pelo
MEF e por outros pesquisadores para cendrios (estados de carga) particulares. No caso dos
pilares de pontes verifica-se a carga lateral distribuida ao longo da altura, gerando o brago de
alavanca entre o centro de carga (C.C.) e o centro de tor¢ao (D), e a decorrente ativagdo do
fenomeno da flexo—torgao.

Baseado no exposto, serd aqui analisado o pilar em formato de nticleo estrutural C e com os
painéis—parede compondo a secdo de paredes finas. A se¢do serd considerada aberta e
submetida a carregamento vertical p distribuido ao longo do eixo axial e carga concentrada P
no topo (oriunda da reacdo do tabuleiro da ponte no respectivo pilar de apoio e aplicada no
centro de carga através da laje de transi¢do). Ainda serdo aplicados carregamentos laterais ao
longo da altura e atuante no centro de carga, produzindo o momento de tor¢ao m(x) no centro
de torcdo (D). Na se¢do aberta de paredes finas serd aplicada a teoria de painéis—parede
considerando a possibilidade de contraventamento por lintéis, e para tanto, serdo empregadas
as equacoes de Maney. Desta forma, o problema serd modelado propiciando a formacao das
rétulas plasticas em posicdo distinta do meio dos vaos dos lintéis. Adequando-se assim, a
formacao das rétulas plasticas de acordo com a localizacao do lintel na altura do pilar.

2 REFERENCIAL TEORICO

A andlise do pilar com sec¢do transversal de paredes finas pela TMC ¢ procedida pela TPP.
Assim, neste artigo procede-se a modelagem do pilar em formato de C pela TPP e a validacdo
numérica ¢ procedida pela TFT e pelo MEF de barra, acoplando a teoria da flexao e da torcao.

28



REUCP, Petrépolis, Volume 14, n° 1, ISSN 2318-0692, 2020

Desta forma, apresentam-se neste referencial teérico a TFT aplicada pilares com secdes de
paredes finas em formato de C, bem como o MEF com elemento finito de barra.

2.1 Equacio diferencial da flexo—torcao

O empenamento ¢ definido como o deslocamento relativo entre os pontos alinhados de uma
secdo transversal. Assim, sdo deslocamentos longitudinais gerados pela rotagdo elastica ¢ (em
torno do centro de tor¢do D), vide Figura 1. Para tal fenomeno, a primeira parcela da equagao
diferencial serd a tor¢ao de Saint—Venant, conforme observa-se na Figura 2, e expressa por:
d3¢ {
Wik (1)
onde M, € o momento de flexo-tor¢do, C,, € a constante torsional por empenamento, E € o
Modulo de Elasticidade Longitudinal e ¢ ¢ a rotacdo em torno a D.

< &

Mp =M, =—E-C,

N A

Figura 1: rotagdo ¢ em secio circular apos deformacao gerada pelo momento de torgio M, [25]
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Figura 2: Tor¢do de Saint—Venant: (a) rotagdo ¢ em torno do centro de torgdo ou cisalhamento D e (b)
deslocamento w; na dire¢do z. Adaptado de [24]

A segunda parcela da equagdo diferencial ¢ oriunda do momento de torcao livre e baseado
em Langendonck, ver pagina 208 de [14], ficando expressa por:

MS=G-1-%, (2)

onde M, ¢ o momento da tor¢do livre, /] = I; € o momento de inércia torsional e G ¢ o modulo
de elasticidade transversal.

Enfim, somam-se as Eq, (1) e (2), e escreve-se a equagao diferencial da tor¢do M,, (em torno
do centro de torg¢ao D), como:

di¢p G.J d¢ M,
¢ E-C, dx E-C,’

)
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onde M, = M, é o momento de torgao.

No processo de giro da secdo transversal (através do angulo ¢) observa-se que o ponto O,
vide Figura 3a, passa para a posi¢ao Q' e serd adotada a teoria das pequenas deformagoes. Isso
resultando no arco: QQ' = r. ¢ e, em conseguinte, o deslocamento v. Donde a semelhanga de
triangulos entre o deslocamento v e o raio n, vale:

v n

T ®)

onde v ¢ o deslocamento na direcdo da ordenada do eixo esqueleto s en ¢ a distancia
perpendicular entre a tangente ao ponto Q e o centro de tor¢do D. O deslocamento v e a as
derivadas temporais v'e ¢’ estdo relacionados por:

v=n-o, 5)

vi=n-¢'.

tangente ao esqueleto

__— no ponto Q
(@)

Figura 3: Teoria de Flexo—Tor¢ao: (a) esquema do giro da se¢do e (b) binario de forcas equivalente ao
bimomento [17]

(b)

Analisando o angulo de distor¢cdo y do elemento diferencial e o considerando nulo, bem
como combinando-se tal consideragdo com a Eq. (4), em conjunto da hipotese dos
deslocamentos longitudinais u dependerem unicamente do eixo esqueleto 8. Conclui-se, apos
a devida integracdo ao longo do eixo esqueleto .5 e considerando a convengao positiva de sinais
no posicionamento do centro de tor¢ao D, que:

j— 4
U=wy P, (6)
do qual, w, € a Area setorial principal, e é cotado no diagrama de ordenadas setoriais.

Ressalta-se ainda na Figura 3b, o conceito de Bimomento B introduzido por Vlassov [32],
sendo este semelhante ao binario de forgas auto—equilibrantes, sem a repercussdo de esfor¢os
internos do tipo normal ou cisalhante, vide Proenca [20], mais especificamente na pagina 305.
Assim, o bimomento fica expresso por:

B=f0x.wpc-d5. (7)

5
Ao utilizar a defini¢do de tensdo normal (o, = E*.&,), e admitindo-se a deformagéo

especifica g,, tem-se o bimomento relacionado com o empenamento ¢, como:
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B=E-1, ¢", (8)
sendo I, =C,, = fs w5+ dS o momento de inéreia setorial.

Combinando-se as Eq. (1) e (8), fica entdo estabelecida a relagdo entre o bimomento B € o
momento de flexo tor¢do M, expressa por:

M. = —B'. (9)

Desta feita, a equagao diferencial em termos da rotagdo da se¢do ¢, expressa na Eq. (3), pode
ser reescrita com notacao simplificada de derivadas, por:

G-1,-¢'—E-1,- ¢" =M,. (10)

Aplicando-se a combinacdo das Eq. (1) e (9) na Eq. (10) e, em seguida, derivando-a em
relagdo ao eixo longitudinal x, exprime-se a equagdo diferencial da flexo-tor¢ao, em termos do
bimomento B, por:

G'It
B—B" =M =m. 1
<E-Iw> e=Mm (D

sendo m o Momento de torcao distribuido ao longo do eixo axial x. A conveng¢ao positiva dos
esforcos estudados ¢ apresentada na Figura 4 e em [17].

Figura 4: Notagao positiva para as variaveis M, m, ¢ e B (adaptado de [17])

2.2 Solucio da EDO pela TFT para carga lateral uniformemente na altura

Mediante solu¢do de equagdes diferenciais, cujos procedimentos constam em Boyce e
Diprima [3], procede-se a solugdo da EDO do problema de flexo—tor¢ao em termos das rotagdes
(Eq. (10)), ficando a solugdo expressa por:

m

2-G-1,

Pp(x)=C,+Cp-x+Cs -sinh(§)+C4-cosh(;—c)+ - x?, (12)

comr = EJ“’=\/2-(1+V)-IIﬁ.
t

G-Iy

Alterando-se a equagdo diferencial para termos do bimomento, vide Eq. (11), expressa-se
por solugdo:

B =A1-sinh(;—c)+A2-cosh (§)+r2 “m. (13)

Para a andlise do pilar de ponte, tem-se como estado de carga: submissdo a carga vertical P
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concentrada no topo e decorrente da reagdo do tabuleiro, a atuagdo da carga uniformemente
distribuida p na altura e oriunda do peso-proprio, além da carga lateral q; uniforme e aplicada
no centro de carga CC. Resultando entdo, em momento de tor¢do m distribuido e gerado pela
carga g4, sendo decorréncia da encentricidade (e,) do CC até o centro de tor¢do D. Vide a
indicagcdo do momento de tor¢do m na Figura 5.

I\xf} BH P B(x — H) — BH
- L |
s %g"’" <> Myy(x = H) = My
7= ICeT T AN b ' By
i IS > b O =
N ‘ | > ! _—
N Ul J>m p
™ 1 I i
% 1 Sl D Gl
% Uiy " > J’
% A e | > ! Qo =0
/ k/ T Tracao (d)
(b)
@) Compressao

(©)

Figura 5: Pilar de ponte: (a) com contraventamento por lintéis, (b) sem lintéis, (c) deformado e (d) condi¢des de
contorno (adaptado de [29])

A andlise procedida nesse subtdpico € avango do estudo procedido por Barbosa [1] em
nucleos estruturais em edificios altos. Ampliando-se neste artigo aos pilares de pontes, nos
quais sdo modificadas algumas condig¢des de contorno, mais especificamente no topo do pilar.
Tem-se como discrepancia mais relevante, a acdo concentrada de bimomento no topo (ao invés
de distribuido na altura como se verifica nos edificios altos).

A solugdo da EDO expressa na Eq. (10) para o pilar apresentado na Figura 5, em termos das
rotagdes ¢, fica expressa por:

m
¢(x) = A, + Ay.x + Az.cosh(a.x) + A,.sinh(a. x) + m.xz , (14)

sendo [ el; o comprimento ¢ o momento de inércia a flexdo do lintel, respectivamente, h a
distancia relativa entre dois lintéis, A; a area interna ao eixo esqueleto 8, @ = a; quando do
caso de segoes de paredes finas aberta (sem lintéis), @ = a, para secdes de paredes finas

. e G G Iph+k* 48-E-[}-A? ei-hi
contraventada por lintéis, a; = —Elt ,0y = —htE —, k' =—F—"el, = Ll zL :
/ To B,

Aplica-se na Eq. (14) as condi¢des de contorno presentes na Figura 5d, escreve-se a rotagdo
¢, em termos de fun¢des adimensionais [, sob a seguinte equagao:
m'H4 BH'HZ 1\41_-1_1'1'13
- — . B — B, 15
¢ E-l,(a-H)* 31+E-1w-(a-H)2 & E-l, (a-H)3 Ps (13)
sendo By ¢ M.y o bimomento e o momento de tor¢do no topo do pilar da ponte,
1—cosh(a'H-§)
cosh(a'H)

respectivamente, H a altura total do pilar da ponte, & = %, B=f),p= —{
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(a- H)-tanh(a - H) - [1 = cosh(@- H- )] + (@ H)? - [ — g 4 SO g
_Coshl(a.H) -[=1+ cosh (a-H-&)] e B3 = —[sinh(a - H - &) — cosh(a - H - §) - tanh(a - H) —
(a-H)-§].

Nas Figuras de 6 a 8 sdo apresentadas graficamente as fun¢des adimensionais By, [, € B3,
respectivamente. As curvas sdo geradas em decorréncia da variagcdo do adimensional aH.

13

= 117,

10.4]

aH :ﬁ 9%
78

ali =35 45

Figura 6: Representag@o grafica de [3; por variagdo de aH em detrimento de &

aH =0,0
aH =0,5
afl =1,0 g
aH =15

Figura 7: Representag@o grafica de [, por variagdo de aH em detrimento de &
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—

aH = 4,5 244

aH =55 1%
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0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

Figura 8: Representagdo grafica de 85 por variagdo de aH em detrimento de ¢

2.3 Elemento Finito de barra para a secio transversal em formato de paredes finas C

Baseado em Smith e Coull [29], em Heidebrecht e Swift [9] e na contribui¢ao de Barbosa [1],
a analise matricial serd empregada para a implementacao do modelo em Elementos Finitos, este
oriundo do método dos deslocamentos, com elementos de barra com comprimento h (definida
de forma a distribuir os lintéis uniformemente na altura do pilar). Quanto ao enrijecimento de
cada elemento finito, serd adotado a ligagdo do topo dos painéis—parede (4) e (5), vide
Figura 12a, por um lintel. Define-se entdo, painéis—parede como membros lineares com sete
graus de liberdade por extremidade do elemento de parede, sendo cinco devido a flexao (vide
Figura 9a) e os dois restantes: o bimomento e 0 momento de tor¢ao, ambos pertinentes a flexo—
tor¢ao (vide Figura 9b).

Figura 9: Elementos Finitos (a) Esforgos solicitantes na Flexao, (b) Esforcos solicitantes na flexo—torgao e (c)
transformagdo de eixos locais para o sistema global de referéncia [1]

Implementando-se a rotacao do sistema de coordenadas locais para o sistema global de
referéncias, mediante angulo f apresentado na Figura 9c, o sistema de equagdes de equilibrio,
com a devida matriz de rigidez englobando a flexao associada a tor¢do, € expresso por:
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{F} = [Ts]" - [Kpr] - [Ts] - {D}, (16)
_ G.It _ T ]
sendoy = 2—2-cosh(a-h)+(a-h).sinh(a-h)’ [KS] - [TS] [KFT] [TS]’
{F}T {F F in MZi MJ/i Mti B; sz FJ’f Fxf sz MYf Mtf Bf}a
{D}T = {wi v Y in Qyi ¢i (]5{ Wr Vg Ur ng eyf ¢f ¢}}7 T, t, b7 kea
. T. 0
coeficientes pertencentes as equagdes de Maney, [Tg] = [[ sl7xr [_]7x7 ],
[0] 7x7 [TS] 7xﬁ7 ﬁ
. cos —sin 0 0
~ [Ts laxa cosf —sinf O ~ )
T,] = 1l3x3 [ 51 sm,B cosp 0|, [Tsz] _ |sinf cosf 0 O ’
[0]4x3 SZ x4 0 1 0 0 10
0 0 0 1
[KFTH] =
[ t, 0 0 0 —b, 0 0
0 ty 0 by, 0 0 0
0 0 r " Yce =T Zcg 0 0
0 —b, 7Y reyée—ks, T Yee Zce 0 0
by 0 —r-zeq T Yec'Zeg T Zég —ky 0 0
0 0 0 0 0 y-a-sinh(a-h) y.[cosh(a - h) — 1]
0 0 0 0 0 y - [cosh(a-h) —1] y- [h scosh(a+h) —
e
[KFT12]
—t, 0 0 0 —b, 0 0
0 -t 0 b,, 0 0 0
0 0 —-r =T Yca T Zcg 0 0
0 —=b, —-T'ye T Yéc —a; TV Zeg 0 0
—b, O T Zeg T Ve Zeg  —TtZég — Gy 0 0
0 0 0 0 0 —y-a-sinh(a-h) ¥ lcosh(a-h)—1]
inh(a-h
0 0 0 0 0 —y [cosh(a-h)—1] 1y~ [w — h]

Para compor a matriz [K FT, 2] basta que sejam trocados sinais dos elementos de posigdo (1,5),
(2,4), (5,1), (6,7) e (7,6) da matriz [KFT1 1]. E para montar a matriz [KFTZ 1], faz-se 0 mesmo
procedimento tomando por base a matriz [KFT12]' Refor¢cando que o coeficiente y € obtido na
deduc¢do da matriz de rigidez para o fendmeno de flexo—tor¢ao.

Para os lintéis definem-se os eixos y;; x; € z;, dos quais z; ¢ paralelo aos eixos coordenados
XpL € X¢. Onde estes dois ultimos sdo eixos orientados positivamente para cima e locados no
Centro de Tor¢do D. Desta forma, os eixos locais dos lintéis sdo y;,x; € z; que sdo tidos
paralelos aos eixos locais do pilar em nucleo no Centro de Tor¢do D (zp;, Ypi € Xp1)- E por
fim, via transformagdo apresentada na Figura 9c com angulo 3, tem-se definidos os eixos de
referéncia global (z;, y; € x;). Desta feita, escreve-se como lei de transformagao do sistema
do lintel para o Centro de Torcao, a seguinte:

{DDL} = [TL] : {DL} ,
Xph, DY ={r 1 Zi}e[T,] = [I3ys.

(17)

sendo {Dp;}" ={Zp1 Vbt
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O sistema de equagdes via 0 método dos deslocamentos para os lintéis €, para seis graus de
liberdade por no, expresso por:

{FL} = [KL] '{DL} ’ (18)

w0 = (i (50 = () (o, wa= [l [

[KL21] [KLzz]
{FL}T = {FYLi FxLi FZLi MyLi MxLi MZLi FYLf Ffo FZLf MYLf Mfo MZLf}’
{D,} = {vLi Uy O Oy, Ox; 0z, Vip Wiy @uf Hny 6fo HZLf}’ tr, 7L,
b, k;, a; e 3, coeficientes oriundos das equagdes de Maney aplicados aos lintéis. Ressalta-se
que as matrizes [K L, 2] e [K L, 1] serdo obtidas mediante troca de sinal dos elementos (1,6);

(3,4); (4,3) e (6,1) das matrizes [KLH] e [Kle]’ respectivamente;

ty, 0 0 0 0 sz —ty, 0 0 0 0 sz
0 r, O 0 o0 o 0 -, O 0 o0 O
_10 o0 tz, ~by, 0 0 _| 0 0 ~tz by 0 0
[KL11] - 0 O _byL kyL 0 0 € [Kle] - 0 0 byL ayL 0 0
0 o 0 o S O 0 0 0 o =5 O
bZL 0 0 0 0 kZL _bZL 0 0 0 0 ag

A transformacdo de coordenadas do sistema de referéncia local do lintel (indice L) para o
Centro de Tor¢do (indice DL) ¢ realizada mediante transformacao quadratica na matriz de
rigidez [K, | pata [K,]. Ficando a matriz de rigidez, referenciada no centro de torgao, expressa
por:

[KLD] = [TL]T ’ [KL] ’ [TL] ’ (19)

sendo [T,] = [I]12x12- Considerando os deslocamentos lineares e angulares nas extremidades
do lintel e correlacionando-os com o Centro de Torgao D, isto mediante matriz de correlagao

[RL 1] para os deslocamentos {DL 1} no extremo inicial do lintel e [RLZ] para o extremo final do
lintel, escreve-se:

. (D3
{r}=I[Kpl (D}’ (20)
sendo [Kip) = IR+ [Kso] - (R 1D} = [Re]- 00, {00} = [R ] - (D), [Ri] =
[0 1 0 0 0 Zp — Zp, 0 S
0 0 1 yp—yu, —(ZD—ZLl) 0 —w;

[R..] [O]l e [R]=lt 00 o0 0 ~Go=w,) 0O
[0] [R] b 0 0 0 0 1 0 Yo =V, b

000 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 Zp =z, |

p, zp), (yL 2L 1) e (yLZ,ZLZ) as Coordenadas do Centro de Tor¢do e do extremo inicial e
final do lintel em relagdo a origem adotada, e w4, W, as cotas no diagrama ordenadas setoriais.

Para montar a matriz [RL 2] basta substituir o indice L, por L, e a ordenada w; por w, na
matriz [R L 1]. Por fim, na Eq. (16) tem-se definida a matriz de rigidez do pilar no sistema global
[Ks] e na Eq. (20) expressa-se a matriz de rigidez dos lintéis que procedem o travamento a
distancias espagadas de h. Desta feita, unifica-se a matriz [Kp] como a matriz de rigidez do
elemento de pilar em conjunto com os lintéis extremos. Para tal composi¢do, faz-se a
superposi¢ao dos termos do empenamento ¢’ dos lintéis, no caso os elementos de posicao (7,7),
(7,14), (14,7) € (14,14) de matriz [K;p]. O procedimento de superposi¢do € valido pois os lintéis
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fazem o travamento/ligacdo de duas paredes do mesmo pilar em nucleo estrutural. Assim,
expressando-se como:

[KD] = [KS] + [KLD]empenamento (21)

3 SOLUCAO DA EDO VIA TFT PARA A ACAO DO VENTO SOB A FORMA DE
CARGA LATERAL VARIAVEL AO LONGO DO EIXO AXITAL DO PILAR

A equacao diferencial que rege a flexo—tor¢do ¢ advinda da unido das parcelas do momento
de torgao livre M, e da tor¢do de Saint—Venant, ficando expressa por:

"o 2 B m(x)
¢ r ¢ _G'It.

Sera admitida a possibilidade de carga transversal constante na altura q; e de carga sob

(22)

variagdo linear na altura do pilar g, (x) = (92 - x; bem como carga concentrada Q no topo
H g P

do referido pilar. Conduz-se assim, o momento de tor¢do m(x) = A - x + B sob variagdo linear
em relagdo ao centro de torcdo. As cargas sdo aplicadas no centro de carga (CC) e em
decorréncia da excentricidade e quantifica-se 0 momento de tor¢ao, vide Figura 10.

Figura 10: Pilar de ponte: (a) carregamentos, (b) centros geométricos (CE = D),CC e CG

A solugdo geral para a equacao diferencial expressa na Eq. (22), é:

sinh(a-x)] (A-x3+3-B-x?)
_ ) — 1 Ay — 2
¢(x) = C3- [cosh(a-x) — 1] + C, [x l 6 al Bl (23)
A-[2=(a-H)?
onde C; = LZA,(—.QE.I:] —2-a?- (Myy + B - H), iy = q1° cos(6;), q2y = 42" cos(8;), C3 =

a®a-By—Mp-sinh(a-H)|+A k1 +B-a:[1+(aH)-sinh(a-H)] = — (qz—") . = —g. - = { —
a5-E+l4y-cosh(a-H) A= % e;, B = iy " €z, ky =131

‘H)? e n . ~
% - sinh(a - H)} e e, ¢ a distancia no eixo zp; entre o centro de carga (CC) e o centro de tor¢ao

(D).

Procede-se assim, a extensdo da TFT apresentada em Mori e Munaiar Neto [17] para
momento de tor¢do m(x) sob funcdo linear. Tal extensdo ¢ realizada para computar a acdo do
vento na referida teoria, uma vez que o carregamento oriundo do vento € expresso na Figura 11.
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«1 2,
Xpl, 1 | 7
Gy [ : .
M, Z1 a8’ q
H ] | gr
- wh g, y
—qu/ - <
J’m./ Ce ZpL
- e,

Figura 11: Convengao positiva do momento de tor¢do M, e do brago de alavanca e,

4 TPP APLICADA A PILARES SOB FORMA DE C E A UTILIZACAO DO
CONTRAVENTAMENTO POR LINTEIS

Modela-se via TMC o pilar de ponte em formato de nucleo estrutural C através da TPP,
adotando-se assim, a subdivisdo da secdo de paredes finas em painéis deforméaveis a flexao,
porém com rigidez elevada ao corte. Na face aberta da se¢@o sera possibilitado o contraventada
parcialmente por lintéis, e estes espagados de eixo a eixo de uma distdncia h, conforme
apresentado na Figura 5a. Assim, na Figura 12a consta o mencionado pilar composto por 5
painéis—parede, onde as cotas sdo caracterizadas mediante o eixo esqueleto & tracejado no eixo
dos referidos painéis—parede. Vide nas Figuras 12, 13a e 13b a subdivisdo da se¢do de paredes

finas, os esfor¢os solicitantes por painéis—parede e as tensdes de cisalhamento devido as
intersegoes.

N; +dN,; N, + dN, N; + dNy
i $ t
M, + dM, M, + dM, M, + dM:
) 0 /——l\" Vi +dVvy @b Vy; + dv, —|mh V3 +LN,;
Veona DREN R ENEEN
@ y G dx| 4=z P 43 1 l d l l l ;
‘7 T l 1 T dx q1l lpg qu dx q4l lps l‘h
:::1::::: -‘-——I l T '___i l T __L l l
O L o | t me—— V; e——— |
= oA 1\ A, A,
x | 1 M| X | it M) x | } M|
o .
—l dy | d, |_ —I d, | d |_ _i dy | d,
(i'l:%l d 7% d{f%ﬁ

(b) (c) (d)
Figura 12: Pilar de ponte: (a) Modelo de painéis-parede, Elementos diferenciais (b) 1, (c) 2 e (d) 3

Utilizando as equagdes de George Alfred Maney, Maney [15] e Parcel e Maney [19], para
equilibrar os lintéis de contraventamento. Bem como, procedendo-se o equilibrio de forcas
verticais e de momentos no ponto O dos elementos diferenciais ilustrados nas Figuras 12b, 12c,
12d, 13a e 13b, e decorrente aplicacdo da equagdo diferencial da deflexdo mediante teoria de

Navier—Bernoulli para a linha eléstica. Escreve-se os esfor¢os cortantes por painel-parede,
como:
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Ny + dN, Ns + dNs
t M, +dM, 5 Ms + dMs
—-Ch V, + dv, —»CT\' Vs + dVs
S il 7
; mm M psfﬁ\ ¥ ;
dx ChT q&\_ @ qu dx
Vi 7
T V, &———— | — | 1
A, | I\ A
x | 1 M"l I | %
M | | ’
4 Y6
dy Ld4 L ds Iaﬁl_
de=rg ds =5 ©
() (b)

Figura 13: Elementos diferenciais do painel-parede (a) 4, (b) 5 e (¢) transformagao dos sistemas coordenados
Ly
Vi=—J-vi" +(q2 + CI3)'7;
L,
Vo ==J- vy +(q + q2)-7,

i L3
Vs=—Js v5' + (s —q3) (24)

1 L4

Vo =—J4 vy _‘h'?_Mi;

n L5 Vi
Vs = —Js5 " vs +Q4'?—Mf-

Mediante deformagao especifica axial dos painéis—paredes em termos dos esfor¢os normais

de cada um dos referidos painéis, expressam-se as derivadas segundas dos deslocamentos §;,
por:

(E-A))-6{ =p1+q2—q3,
(E-A2)-63 =02+ 91—z,
(E-A3)-65 =ps+qs+qu, (25)
(E-A4) -8/ =ps—q. =V,
(E-AS)-5§'=p5—q4—l7f.

A compatibilidade dos deslocamentos verticais nos pontos de interse¢ao ¢ obtida a partir da
convencdo positiva para cima e de rotacdo no sentido horario. Considera-se também que as
paredes sdo deformaveis a flexao e ao esfor¢o normal, exprime-se por interse¢ao a equivaléncia
dos deslocamentos nas extremidades dos painéis—parede interligados, por:
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L, Ly
62"‘7'1]2:64"'?'174,
L, L,
62 7"[72:61 7'171,
L Ly (26)
61_7 171263—7'173,
Ly Ly
63"‘7'173:65_7'175

Derivando-se a Eq. (25) duas vezes em relagdo ao eixo axial x e aplicando-se a Eq. (24), e
ordenando-as em formato matricial, escreve-se:

{g} = M]7" - [Ms]- (v} + [ML] 7Y ML) - {vg'} + ML) - [Myo] - {p}, (27)

sendo {q} o vetor de carga distribuida verticalmente nas interse¢des dos painéis, {p} o vetor do
peso—proprio dos painéis—parede, {v,,} e {v,,} os vetores de deslocamentos e de rotagdes dos
painéis—parede, onde o indice w expressa que as grandezas estdo no sistema de local de
referéncia, A; e L; a éarea da sec¢do transversal e o comprimento do painel-parede i,
respectivamente, b;, t € by os coeficientes de rigidez das equagdes de Maney, € w; € w; as cotas
do diagrama de ordenadas setoriais nos extremos inicial e final dos lintéis, respectivamente.

Analisando os esfor¢os cortantes, constantes na Eq. (25), obtidos via equagdes de equilibrio
das paredes e ordenados matricialmente, ficam:

o} = Ms]-{v,'} + [Me] - {v'} + [M;] - {q}, (28)

sendo {V,} o vetor de esfor¢os cortantes no sistema local de referéncias e {v'}T =
{v\ ' ¢’} o vetor de derivadas dos deslocamentos e rotagdes Centro de Gravidade (C.G.)
no sistema global de referéncias.

Expressando-se o vetor {V,} em termos de {v'} mediante substitui¢io da Eq. (27) na
Eq. (28). Além do mais, transladando os vetores para o sistema global de referéncias, mediante
transformagdo {v, } = [Mg].{v}, constante na figura 13 (c), escreve-se:

o} = (IMg] + [M;] - [My]7" - [M3]) - {v'} + [M;] - [My]™" - [My,] - {p} (29)
+ ([Ms] + [M;] - [M{]7" - [M,]) - [Mg] - {v'}.

Realizando o equilibrio de esforgos cortantes gerados pelo carregamento externo Vi,
obtém-se:

Vext-{A"} = [Mg]" - {V,,} + [Mo] - {v'} (30)

com I, sendo o momento de inércia torsional do painel-parede genérico i, 6 0 angulo formado

entre o eixo global y; e o local y, da Figura § (c) e e, a distancia entre o Centro de Carga (C.C.)

0 0 0 cos(6)
e 0 Centro de Gravidade (C.G.), [Mo] = [0 0 0 e{A*} =< sin(6;)
0 0 G.X'IL e, - cos(8;)

Resultara a Equagdo Diferencial do problema de Pilar em Nucleo Estrutural contraventado
parcialmente por Lintéis espacados da altura h, ap6s aplicar a Eq. (30) na Eq. (29). Escreve-se
tal equagdo diferencial, como:

=1 "3 + 81 (v} = {V} 3D
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sendo  [J] = —[Mg]" - (IMs] + [M] - [My]7" - [My]) - [Mg],  [S] = [Mg]" - ([Me] +

[M,]7 - [M3]) + [Ms] e {Vr} = Ve - {A"} = [Mg]™ - ([M] - [M,]7* - [My0]) - {p}.
Por fim, realiza-se o translade do Centro de Gravidade (C.G.) para o Centro de Tor¢ao D,
mediante matriz de transformagio de coordenadas [T], e reescreve-se a Eq. (31), como:

—[T17- U1+ [7] - {wp'} + [T17 - [S] - [T1 - {wp} = [T1" - {V}}

sendo {v} = {ve} =IT] {vp}, {vee} e {vp} os vetores de deslocamentos no Centro de

[M7] '

(32)

1 O _ZCG
Gravidade e no Centro de Torgdo, respectivamente, e [T] =10 1 Yee | € a matriz de
0 0 1

translade de coordenadas.
5 RESULTADOS E DICUSSOES

5.1 EXEMPLO 1

A andlise procedida sera aplicada a um pilar de ponte de se¢do transversal aberta formada
por paredes finas e contraventado parcialmente na altura por lintéis espagados de eixo a eixo
por h =3 m e altura total H = 90 m. Na Figura 14, apresenta-se a configura¢ao do pilar, para o
qual procede-se a validagdo numérica, vide Tabela 1, mediante a dissertagdo de Xavier [35] e
o artigo de Smith e Taranath [27]. Foram adotadas as seguintes dimensdes na secao transversal:

b, =b,=5m,a;, =a;, =c=1met=0,25m.
Tabela 1: Validagao numérica das propriedades geométricas da se¢do de paredes finas mediante [27, 35]
Secao do Resultados Diagrama de Resultados
Pilar em . Ordenadas . Smith e
Nicleo Os autores | Xavier [35] Setoriais Os autores | Xavier [35] Taranath [27]
Xcg (M) 2,5 2,5 llews |l (m?*) 6,638 6,625 | -
Yee (m) 2,941 2,94 llw, || (m?) 5,862 5875 | -
I,(m*) 20,284 20,28 lws|l (m?) 13,517 13,525 | = -
Iy (m*) 15,328 15,34 1,(m®) 100,674 100,67 100,674
I;(m*) 8,854 8,85 d, (m) 2,655 2,65 2,655
(x 1072) d, (m) 2,499 25 1 -

O modulo de elasticidade longitudinal utilizado foi de E = 20 x 10° KN/m?, o coeficiente

de Poisson v = 0,25 e carga uniformemente distribuida na altura q; = 9,418 kN/m. E via
geometria, o braco de alavanca e, = z;, = 4,714 m e por conseguinte um momento de tor¢ao
distribuido também uniformemente m = 44,393 KN -m/m. Vide Tabela 2 a validagdo dos
valores de rotagdo ¢ no topo do pilar, constatando-se boa convergéncia na primeira casa
decimal, sendo esta precisdo (em termos de rotagdes) suficiente para as verificagdes no ELS.
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BARRA (2)
= A i | B e e 1 N
g : é 1 -% \\ . : ’ 3
4l - 3 ) & o =
X | oI,
3 = : / . Z . @ (bz-dz) -‘Im»iJw @
i s ‘ 1 dz(by-beay et s
o — P btz )
8 ! P Vo3 ' :
el .= =T
= 3| ,
S B e r—— J Ll 2 A o
. S = R o
3z ez BARRA (3) 3 ; H# ’Cr: - r; ﬂ
@y ® = W
D bz | yoom)
Figura 14: (a) Secdo transversal do pilar em Nucleo e (b) Diagrama de Ordenadas Setoriais
Tabela 2: Validagdo numérica da rotacdo no topo do pilar em formato de nucleo C
Rotacdo ¢ (rad)
g =q.+p Os autores Xavier [35]
(KN/m) Teoria de Flexo— Tegrla dos Método de Stodola Método das
~ Painéis—Parede . . .
Torgdo (TFT) — Vianello Diferencas Finitas
(TPP)
p=0KkN/m | -0,087 (= 0,09) -0,137 (= 0,1) - 0,097 (= 0,1) - 0,097 (= 0,1)

5.2 EXEMPLO 2

Adota-se a dissertagdo de Barbosa [1] em dois cendrios de carregamento: Cendrio 1 —
momento de torcdo distribuido m = 24922,51b - ft/ft e Cenario 2 — momento de tor¢do
concentrado no topo M,y = 155765 1b - ft. O pilar em questdo serd modelado com 187,5 ft de
altura com travamentos de lintéis a cada h = 12,5 ft. Vide Tabela 3 com os valores de rotagao
¢ (rad) e Bimomento B (Ib - ft2), verificando além da TMC, o MEF.

Tabela 3: Validagdo numérica da rotagdo e do bimomento mediante Barbosa [1]

Cenario 1 Cenario 2
Andar ¢ (- 1072 rad) B (108 1b - ft?) B (107 1b - ft?)

Autores [1] MEF | Autores [1] MEF | Autores [1] | MEF
Base (0 ft) 0,001 0,00 0,00 -3,65 | -3,66 | -3,65 2,28 | 2,28 | -2,28
A% | ---—-- Ref. | --—---- 0,27 | Ref. 027  -—-—-- Ref. | --—--—--
4° (50 fi) -0,17 ] -0,17 | -0,17 -1,72 | -1,71 | -1,72 -1,57 | -1,56 | -1,57
A% | ----—-- Ref. | --—---- 0,58 | Ref. 0,58 0,64 | Ref. | --—--—--
9° (112,5 ft) -0,65 | -0,65 | -0,65 -0,34 | -0,36 | -0,35 -0,81 | -0,81 | -0,81
A% | - Ref. | ------ 555 Ref.| 2,77  -—--- Ref. | ---—---
Topo (187,5 ft) -1,32 ] -1,32| -1,32 0,00 0,00] 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00
A%) | ----—-- Ref. | -] = -—---- Ref. | --——-| = - Ref. | ---—---

E para tal exemplo utilizou-se b, =b, =19ft,a;, =a,;, =45ft,t=1fta=
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0,944, 1, = 44925 ft*,d, = 10,43 ft, I, = 3,77629x105 ft5,I, = 22 ft*,v = 0,15,E =

5,76 -108 flt%, G =2,504-108 flt%. Sendo “Ref.” na tabela 3 o valor de referéncia para o calculo

dos erros A. Verificando-se o erro médio de 1,96 %.

6 CONSIDERACOES FINAIS

A aplicag@o da Técnica do Meio Continuo mediante Teoria dos Painéis—Parede e a Teoria
da Flexo—Tor¢ao mostraram-se boas solugdes para o problema de pilar contraventado ou nao
parcialmente por lintéis, esses espagados da distancia h. Para tal afirmag¢do de boa
aplicabilidade utilizou-se como resultados candnicos as dissertacdes de mestrado de Xavier [35]
e Barbosa [1], bem como o artigo de solucdo exata, como se procede neste artigo, para o
problema e formulado por Smith e Taranath [27], mesmo que em [27] exista um caso particular
do presente artigo. A Técnica do Meio Continuo representa a operacionalizagdo de linguagem
de programacao mais pratica e custo computacional bem menor do que o Método dos Elementos
Finitos, mesmo que esse processado para grandes elementos. Porém cabe mencionar que o
quantitativo de dedugdes matematicas ¢ bem mais elevado na referida técnica continua.

No exemplo 2, ressalta-se que a validagdo numérica do Cenario 1, mediante a Teoria dos
Painéis—Parede, ¢ realizada por imposicao da distancia h de eixo a eixo dos lintéis igual a altura
total do pilar. Quanto aos sinais no bimomento, obtido via artigo de Smith e Taranath [27],
percebe-se que ¢ mera discordancia de convengdo de sinais. No mais, observa-se a coeréncia
da rotacdo nula na base (x = 0), para todas as teorias e cendrios utilizados, tanto quanto
bimomento nulo no topo do pilar (x = H = 100 m). E um erro médio de 1,96 %.

No mencionado exemplo s3o abordadas duas teorias de andlise estrutural para os pilares de
pontes, sendo elas: a Teoria da Flexo—Tor¢do e a Teoria dos Painéis—Parede. Procede-se
também a aplicagdo numérica num pilar de ponte submetido a dois cendrios de carregamento,
com a possibilidade ou ndo de contraventamento por lintéis ao longo da altura. Na aplicagdo
numérica ¢ empregado o Método dos Elementos Finitos com elementos finitos de barra
(grandes e de altura h) e formulados pelas equagdes constitutivas a flexdo e a flexo—tor¢do. O
que valida de forma satisfatdria os resultados obtidos via correspondéncia de rotacdo ¢ e de

bimomento B por entre as teorias abordadas, bem como pela proximidade com o elemento finito
na ordem de 1,21 %.
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