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Resumo. Em busca de novos métodos numéricos que obtenham solucdes acuradas em menor
tempo de execucdo, desenvolveu-se um simulador com base na decomposicdo de dominio em
malha grossa e geracdo de funcOes base em malha fina. Este simulador permite incorporar
as informacdes de malhas finas, na resolucdo de problemas em malhas grossas. As fungdes
base em malha fina sdo geradas usando discretizacao por diferencas finitas nos subdominios,
onde os sistemas de equagdes lineares sao resolvidos pelo método do gradiente conjugado pré-
condicionado. No presente trabalho, implementa-se uma paralelizacao do simulador usando a
interface OpenMP, e obtém-se solu¢gdes em menor tempo de execugdo. Métricas de desempe-
nho sdo determinadas com relagdo ao nimero de thread, considerando tanto o refinamento da
malha computacional, quanto a heterogeneidade do meio. Comparacdo de campos de pressao
e velocidade do simulador paralelo com o esquema tradicional de diferencas finitas é feita. O
simulador paralelo mostra-se vantajoso em termos em malhas computacionais muito refinadas
e em meios altamente heterogéneos.
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PARALLELIZATION OF THE MULTISCALE FINITE DIFERENCE
METHOD FOR FLOWS IN POROUS MEDIA
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Abstract. Seeking new numerical schemes that can achieve accurate solutions in shorter execu-
tion times, it was developed a solver based on coarse grid domain decomposition and fine grid
basis functions. This solver allows to incorporate the fine grid information into a coarse grid
problem. The fine grid basis functions are provided by discretizing the subdomains by a finite
difference scheme and solving the resulting system of linear equations by the preconditioned
conjugate gradient method. The present work performs the parallelization of the solver through
the OpenMP interface to obtain solutions in shorter execution times. Performance metrics are
calculated according to the number of threads, considering both the grid refinement and the
heterogeneity of the medium. Comparisons of error for pressure and velocity fields between the
solver and the traditional finite difference scheme are performed. The parallelized solver has
demonstrated to be beneficial for more refined grids and highly heterogeneous media.
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1 INTRODUCAO

O modelo matematico que descreve o escoamento em meios porosos pode ser dado pela
equacdo diferencial parcial eliptica, conhecida como lei de Darcy. Diversas técnicas numéricas
tém sido investigadas com objetivo de resolver o problema do escoamento em meios porosos,
de maneira eficiente e acurada [2].

Uma técnica numérica tradicional € o método das diferencas finitas (FDM, do inglés Finite
Difference Method). Sendo de facil entendimento, ele € usado como referéncia em muitos cur-
sos introdutodrios de métodos numéricos. Sabe-se, entretanto, que a acurdcia do FDM depende
da malha ou nivel de refinamento da discretizacao do dominio [4]. Em consequéncia, resultados
acurados sdo obtidos com maiores custos computacionais.

Nos ultimos anos, métodos multiescala vém viabilizando a diminui¢do do esfor¢co computa-
cional quando se investigam fendmenos fisicos complexos. Vale lembrar que os problemas, tais
como a extragcdo de petroleo em reservatorios e a despoluicio de aquiferos ocorrem em escalas
regionais (da ordem de quildmetros) e, muitas vezes, simulacdes acuradas exigem tamanhos de
espacamento de malha da ordem de metros. Dai a necessidade de se usar os recursos da com-
putacdo paralela. Um procedimento iterativo que é bem adaptavel para computacdo paralela € a
decomposicao de dominio, com a associacao de cada subdominio a um processador especifico
[5].

Um procedimento iterativo considerando duas escalas no problema € o Multiscale Mixed
Method (MuMM). Esse método multiescala baseia-se na decomposi¢cdo do dominio sem sobre-
posi¢do, no qual o método dos elementos finitos mistos e hibridos é empregado para resolver
problemas elipticos de segunda ordem. O uso de fun¢des base reforca o potencial do método
multiescala para a programacao paralela [6].

Recentemente, desenvolveu-se o Multiscale Finite Difference Method (MsFDM) para resol-
ver problemas elipticos de segunda ordem. Ele baseia-se na decomposi¢do de dominio com
sobreposicdo e emprega a discretizacdo por diferencas finitas [7, 8, 10, 14]. A decomposicao
do dominio permite resolver iterativamente o problema global em malha grossa. Nesse mé-
todo, conjuntos de fungdes base sdo construidos para obter solugdes discretas de problemas
locais. Esse método faz uso da escala multipla e dos conjuntos de funcdes base para aproximar
o problema global de forma eficiente.

Neste trabalho, emprega-se a computacao paralela para aumentar a eficiéncia computacional
do MsFDM. Na computacdo paralela t€ém-se vérios dispositivos trabalhando em paralelo, cada
um deles resolvendo o problema decomposto em subdominios que se comunicam em sincronia.
Com isto, reduz-se bastante o tempo de execucdo dos simuladores numéricos. A paralelizacdo
do MsFDM ¢ implementada usando-se a interface OpenMP. Métricas de desempenho (speedup
e eficiéncia) sdo investigadas com relacdo ao nimero de thread, considerando tanto refinamen-
tos de malha computacional, quanto niveis de heterogeneidade distintos.

Os experimentos numéricos mostram que o MsFDM é um simulador competitivo quando
comparado ao tradicional FDM, mesmo na sua versdo serial. Consequentemente, indica-se a
paralelizacdo do MsFDM. O equilibrio satisfatdrio entre acuracia e eficiéncia € alcangado com
a escolha adequada da relac@o entre tamanhos de malha grossa e malha fina. O seu algoritmo
paralelo mostra-se vantajoso em termos de tempo de execucao em malhas computacionais muito
refinadas e em meios altamente heterogéneos.
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2 PROBLEMA GLOBAL

Considera-se uma equacao diferencial parcial eliptica que retine a equacao da continuidade
para escoamentos monofésicos e incompressiveis, € a lei de Darcy. Nesse problema, a veloci-
dade u e a pressdo p sdo resolvidas satisfazendo o seguinte sistema [12]:

V-u=fem(, (1)
u=—K(x)Vpem Q, (2)
p=ppsobre 'pew-n =0sobre 'y, 3)

onde 2 é o dominio, I'p, e I'y sdo fronteiras do dominio, K (x) é um tensor representando a
permeabilidade dividida pela viscosidade, dependente da posi¢do x, e m € um vetor unitario
normal a I'y.

3 SIMULADOR MULTIESCALA

O simulador MsFDM ¢é composto basicamente das seguintes etapas: decomposi¢do do do-
minio com sobreposi¢do, geracdo de fun¢des base e um procedimento iterativo. Cada etapa
permite que se tire uma vantagem em unidades de processamento paralelo com o objetivo de
tornar a resolugdo mais eficiente [9]

3.1 Decomposicio de dominio

Um procedimento comum para se resolver numericamente as equacoes elipticas de segunda
ordem € dividir o dominio em vdrios subdominios e resolver as equag¢des nos subdominios como
problemas locais em diferentes processadores paralelos [3]. No presente trabalho, o dominio
(1 ¢ dividido em subdominios (2, j = 1:m, onde m é o nimero de subdominios. Em cada
subdominio §2;, deve-se resolver o seguinte problema local:

V- (=K;(x)Vp;) = fjemQy, )

pj = Pk sobre I'j, ®))

onde p; e K;(x) sdo, respectivamente, a pressdo e o tensor no subdominio j, e I';;, € a interface
do subdominio €2; junto ao subdominio adjacente (2;. Para superar dificuldades inerentes a
decomposicao de dominio, os subdominios sdo sobrepostos conforme ilustrado na Figura 1
[13]. Observa-se na figura que subdominios estdo distribuidos numa malha grossa e pontos
nodais estdo distribuidos numa malha fina.

Os valores das fungdes na interface do subdominio j s@o impostos com os mesmos valores
nos pontos nodais no interior do subdominio £ adjacente, e vice-versa (ver a Figura 2).

3.2 Funcgoes base

No desenvolvimento do simulador MsFDM, sdo geradas fun¢des base locais para se obter a
solucdo discreta de pressdo em cada subdominio, a partir de condi¢des de contorno candnicas.
A resolugdo do problema local configurado por uma condi¢ao de contorno candnica gera um
conjunto de funcdes base [11].
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Figura 1: Sobreposi¢do de subdominios
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Figura 2: Valores no contorno de subdominios adjacentes

Para subdominios quadrangulares €2}, as fungdes base sdo geradas pela resolu¢do do seguinte
problema local:

Vo (—K;(x)VyS) =0, c =1,2,... 4N, (6)

1, sobre I, i = ¢

T i=1,2,... 4N, (7)
0, sobre ', i # ¢

¥ =
onde 1) representa as fungdes base, N € o nimero de pontos nodais em cada interface dos
subdominios, e F;'- ¢ a 1-ésima particdo de interface de um subdominio. Como o nimero de
pontos nodais € o mesmo em cada interface, tem-se 4N diferentes problemas locais, que geram
4N conjuntos de fungdes base para os subdominios.

Por exemplo, para um subdominio quadrangular €2; com N = 2, pode-se gerar 8 conjuntos
de funcdes base. Na Figura 3, podem-se observar as diferentes condi¢des de contorno candnicas
para o subdominio mencionado.

As funcdes base sdo geradas resolvendo-se as Egs. (6)—(7) com discretizacdo por diferencas
finitas, e levando-se em conta o campo de permeabilidade do subdominio. Cada condicao de
contorno candnica define um problema de valor de contorno do tipo Dirichlet, logo as funcdes
base geradas de cada problema sdo funcdes linearmente independentes. A geracao de funcdes
base € o procedimento-chave que permite incorporar a informagao do campo de permeabilidade
em malha fina no procedimento iterativo em malha grossa.
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Figura 3: Condicdes de contorno candnicas do subdominio

3.3 Procedimento iterativo

A resolucdo eficiente do problema global com decomposi¢do de dominio requer um proce-
dimento iterativo em malha grossa. Os problemas locais em cada subdominio poderiam ser
resolvidos usando o método das diferencas finitas. Entretanto, uma resolucio direta usando
diferencas finitas ¢ computacionalmente pesada. Para evitar esse esforco, o MsFDM apresenta
um procedimento iterativo no qual a solugéo atual p%/ num subdominio €2; € aproximada pela
seguinte combinacao linear:

AN
ppEY A ®
c=1
onde Af sdo coeficientes definidos por
A= s, ©)

r—1

onde p,~ " € a solucdo prévia no subdominio k adjacente. A Figura 4 ilustra a condi¢do de
interface de um subdominio dada pelos coeficientes A}, A%, A%, e Aj.
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Figura 4: Condic¢ao de interface do subdominio

H4 uma vantagem em obter a soluc@o de problemas locais como uma combinacao linear: nela
sdo feitas apenas operacdes de multiplicacdo e adicdo, que ndo demandam grandes esforcos
computacionais. Outra vantagem reside no fato de que durante o procedimento iterativo em
malha grossa, os problemas locais necessitam ser resolvidos somente nos pontos nodais das
interfaces de subdominios. O que reduz bastante a quantidade de processamento de dados.



REUCP, Petrépalis, Volume 13, n° 1, ISSN 2318-0692, 2019

Para otimizar ou acelerar o processamento computacional e obter maior eficiéncia na resolu-
¢do dos problemas, implementa-se um esquema simplificado nas interfaces com o objetivo de
reduzir o nimero de funcdes bases. Para tal, usa-se uma escala intermediaria [ entre a escala da
malha fina h e a escala da malha grossa H, conforme mostrado na Figura 5. A escala interme-
didria é escolhida de tal forma que r = H/H seja um nimero inteiro. Dessa forma, define-se
novas particdes de interface de um subdominio f’j, c =1,2,..,4N/r. A resolugdo do pro-
blema local configurado pelas novas condi¢des de contorno candnicas gera um novo conjunto
de funcdes base 7).

_
H
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Figura 5: Escalas na interface de subdominios

Assim, o procedimento iterativo para a solu¢do discreta no subdominio €2; serd obtida com
uma nova combinacio linear simplificada:

4

2

/r
e, (10)

1

v

Dj

I

C

onde A$ sdo coeficientes definidos por valores médios na parti¢do de interface I'%,

r

AC ]' v—
A= an

i=1

Por exemplo, num subdominio quadrangular {2; com N = 4 e r = 2 pode-se gerar 8 con-
juntos de funcdes base. Na Figura 6, € ilustrada a relacdo entre a escala intermediaria e um
coeficiente da combinacdo linear do procedimento iterativo. Considerando os pontos nodais 7
e B do subdominio adjacente (), o coeficiente da parti¢ao de interface é calculado por

T B

Ac

‘ . (12)

4 IMPLEMENTACAO DO OPENMP

O simulador MsFDM utiliza a decomposi¢cdo do dominio para um problema em geometria
SLAB. De acordo com a decomposi¢ao do dominio, tém-se diferentes arranjos para o simulador.
Neste trabalho, trés simuladores multiescala sdo investigados: MsFDM-Arranjo 1, MsFDM-
Arranjo 2 e MsFDM-Arranjo 3. Na Figura 7 s@o mostrados esses arranjos e as respectivas
configuracdes de funcdes base com N = 1.
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Figura 6: Coeficiente da particao de interface em escala intermedidria
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Figura 7: Decomposicao de dominio no MsFDM

A paralelizacdo dos simuladores multiescala é implantada apenas na definicdo das funcdes
base, uma vez que essa etapa consome o maior tempo de execucdo do simulador. No algo-
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ritmo paralelo, usa-se a diretiva parallel sections, de modo que cada se¢do seja processada por
um thread independente. Na Figura 8, apresenta-se o algoritmo paralelo correspondente ao
MsFDM-Arranjo 1, onde duas configuracdes de funcdes base sdo processadas para cada subdo-
minio. E importante ressaltar que, na geometria SLAB, nio tem configuracio de funcdes base
correspondente a condicao de contorno do tipo Neumann.

Nos experimentos numéricos deste trabalho, utiliza-se um computador com as seguintes
especificacoes:

e processador: Intel Core 17-3770, 3,40 GHz, com 8 threads;

e memoria: 8Gb RAM; e

e sistema operacional: Windows 10 Education.

L o R
/*SOLUTION*/
#pragma omp parallel sections private(SN, BFN)

i
/<< BF - Left // Subdomain & »>
#pragma omp section
{
SN = @; BFN = @;
PCGl.Sclver (BFN, SH);
}
//<< BF - Right // Subdomain & >
#pragma omp section
{
SN = @; BFN = 1;
PCG2.5clver (BFN, SH);
}
/<< BF - Left // Subdomain 1 »>
#pragma omp section
{
SN = 1; BFN = @;
PCG3.Sclver (BFN, SH);
}
//<< BF - Right // Subdomain 1 >
#pragma omp section
{
SN = 1; BFN = 1;
PCG4.5clver (BFN, SH);
}
¥

B

Figura 8: Algoritmo paralelo do MsFDM-Arranjo 1

5 RESULTADOS DE SIMULACAO

Os experimentos numéricos simulam o escoamento de um fluido monofésico e incompressi-
vel, e considera-se um dominio fisico com dimensdes de 128 m X128 m, em geometria SLAB.
As condigdes de contorno a esquerda e a direita sdo do tipo Dirichlet, com p, = 1,0 Pa e
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py = 0,0 Pa, respectivamente. As condi¢des de contorno acima e abaixo sio do tipo Neumann,
com fronteiras impermedveis. Nao hd termo fonte, f = 0. As malhas de discretizacdo usadas
sdo: 128 x 128, 256 x 256, 512 x 512, e 1024 x 1024. A convergéncia das simulagdes € alcancada
com tolerancia igual a 10~'2. Em todas as simulacdes, H = H.

Nas simula¢des em meio homogéneo, o desempenho dos simuladores multiescala é com-
parado com o tradicional método de diferencas finitas (FDM), no qual o sistema resultante de
equacdes lineares € resolvido pelo método dos gradientes conjugados pré-condicionado SSOR,
com parametro de sobre-relaxacdo w = 0, 8.

Nas simulagdes em meio heterogéneo, valores de permeabilidade sdo gerados através da
relacdo:

k(x) = ko exp(ac(x)) (13)

onde () é um campo aleatério gaussiano [1], kg = 1 x 1074 m? é a permeabilidade média,
e « € a intensidade da heterogeneidade ligada a razdo entre mdxima e minima permeabilidade,
dada por

0= kmaw. (14)

kmin

Uma ilustragdo do campo de permeabilidade na malha 1024 x 1024 gerado com § = 10% é
mostrado na Figura 9.

Permeabilidade
1E-6

1E-12

N&s na diregéo y

1E-13

1E-14

1E-15

L i K 1E-16
256 512 768 1024
Nés na diregdo x

Figura 9: Campo de permeabilidade heterogéneo com § = 10°

Para efeito de comparacio de resultados, calcula-se o erro relativo global E para solugdo da
pressdo pela seguinte expressao:

)2
_ Z” (Pij —P)
= =
i; maz(p)
onde p; ; € a solugdo do simulador multiescala, e p € a solugdo de referéncia do problema. Para
problemas em meios homogéneos, a solucdo de referéncia € a solugdo exata do problema; para

problemas em meios heterogéneos, a solu¢do de referéncia € a solucdo numérica do simulador
Mixed Finite Element Method (MFEM) [5].

E

15)

10
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5.1 Algoritmo serial

Inicialmente, as comparacdes entre os simuladores multiescala e FDM sdo realizadas com
as versoes seriais deles. Um estudo de refinamento de malha € conduzido considerando um
meio homogéneo. A Figura 10 mostra os resultados do erro relativo global para os simuladores.
Observa-se que as solucdes numéricas s@o mais acuradas na medida em que a malha € refinada,
ou seja, os simuladores apresentam convergéncia numérica. O FDM tem os resultados mais
acurados, seguido pelo MsFDM-Arranjo 1.

B MsFDM Arranjol B MsFDM Arranjo2 [ MsFDM Arranjo3 [JFDM

1,0E-01

1,0E-03 -

1,0E-05 -

Erro Global

1,0E-07 -

1,0E-09 - ]

1,0E-11 -

128X128 256X256 512X512 1024X1024
Malha

Figura 10: Erro relativo global de pressdo para meio homogéneo
Considerando um meio altamente heterogéneo com § = 107, registra-se o tempo de execucdo
dos simuladores. Pode-se observar na Figura 11 que o tempo de execucao dos simuladores au-

menta na medida em que a malha € refinada. O FDM apresenta os menores tempos de execugao,
muito embora a diferenca dos tempos ndo seja significativa para os simuladores.

B MsFDM Arranjol B MsFDM Arranjo2 [ MsFDM Arranjo3 [CFDM

1000
— 100 ||
)
o
Q.
£ 10 ||
()}
[
| E |
0,1 -
128X128 256X256 512X512 1024X1024
Malha

Figura 11: Tempo de execucio para meio heterogéneo com § = 10°

11
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5.2 Algoritmo paralelo

A seguir, comparacdes entre os simuladores multiescala sdo realizadas com as versdes pa-
ralelas deles. Essas versOes paralelas implementadas em OpenMP sdo avaliadas através das
métricas de desempenho tempo de execucdo, speedup e eficiéncia.

Na Tabela 1, observa-se o tempo de execu¢do dos simuladores multiescala, considerando
um meio homogéneo e uma malha 1024 x 1024. Simula-se 0 mesmo problema com diferentes
numeros de thread. Os tempos de execucdo dos simuladores multiescala diminuem com o
aumento do nimero de thread. Nota-se que 0 MsFDM-Arranjo 1 apresenta o0 menor tempo de
execugdo, que se estabiliza em torno de 101 segundos a partir de quatro threads.

Tabela 1: Tempo de execucdo da versao paralela para meio homogéneo

Tempo de execuc¢do do MsFDM
Thread - - -
Arranjo 1 | Arranjo 2 | Arranjo 3
1 190,9 310,9 223,8
2 124,3 194,4 135,3
3 125,6 160,7 117,6
4 99,5 161,5 113,8
5 101,2 170,6 115,2
6 101,9 1454 110,2
7 101,7 148,5 109,5
8 101,9 146,4 108,7

Outra forma de avaliar o desempenho dos simuladores multiescala é através do speedup.
Sabe-se que quanto maior o speedup, melhor € o desempenho do simulador. Na Figura 12,
apresenta-se o grafico dos resultados de speedup, considerando um meio heterogéneo com ¢ =
10° e uma malha 1024 x 1024. Este grafico mostra que hd um leve aumento do speedup com o
aumento do nimero de thread, que tende a se estabilizar, para todos os simuladores multiescala.

Finalmente, o desempenho dos simuladores multiescala € avaliado pela eficiéncia do proces-
samento paralelo. Na Figura 13, podem-se comparar os resultados de eficiéncia considerando
um meio heterogéneo com § = 10° e uma malha 1024 x 1024. A eficiéncia dos simuladores
multiescala decresce exponencialmente com o aumento do nimero de thread. Nota-se que ndo
ha uma superioridade em eficiéncia de um simulador multiescala sobre os outros a medida que
o numero de thread é aumentado.

Uma andlise de escalabilidade é realizada para o MsFDM-Arranjo 3 considerando um meio
homogéneo. Nota-se na Tabela 2 que o simulador multiescala ndo demonstra a capacidade de
manter a eficiéncia a medida que o nimero de thread aumenta, nem mesmo quando a dimensao
do problema também aumenta proporcionalmente. Portanto, pode-se afirmar que este simulador
€ ndo escaldvel. Resultados similares sdo obtidos para os outros simuladores multiescala.

Para uma avaliacdo visual dos resultados, na Figura 14 sdo apresentados os campos de pres-
sdo0 dos simuladores multiescala e do MFEM, considerando um meio heterogéneo com § = 10°
e uma malha 1024 x 1024. O MFEM ¢ reconhecido por produzir campos de velocidades acura-
dos para problemas de escoamento em meios altamente heterogéneos. Dos simuladores multi-
escala, o melhor resultado de campo de pressao € obtido com o0 MsFDM-Arranjo 1. Os outros
simuladores multiescala apresentam um erro considerdvel ao longo de uma linha longitudinal
ao escoamento.

12
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Figura 12: Speedup para meio heterogéneo com § = 10°

M MsFDM Arranjol @ MsFDM Arranjo2  [JMsFDM Arranjo 3
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Figura 13: Eficiéncia para meio heterogéneo com § = 10?

Tabela 2: Escalabilidade do MsFDM-Arranjo 3 para meio homogéneo

Malha Eficiéncia
2 threads | 4 threads | 8 threads
512 x 512 0,64 0,42 0,21
1024 x 1024 0,72 0,48 0,24
2048 x 2048 0,72 0,47 0,24
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Figura 14: Campos de pressdo para meio heterogéneo com § = 10°

6 CONCLUSOES

Uma das vantagens do OpenMP € que sua implementacdo em algoritmos € bastante sim-
ples, uma vez que, com apenas algumas linhas de comando, se consegue paralelizar o c6digo
naquelas fun¢des que demandam um grande esforco computacional.

O MsFDM ¢ um simulador computacionalmente compardvel ao FDM, para problemas de
escoamentos em meio poroso de geometria SLAB. Embora haja uma reducdo de acuracia com
o MsFDM em relacio ao FDM, h4 casos em que ele apresenta erros globais da ordem de 1077,
ou seja, uma acurdcia aceitavel.

O MsFDM-Arranjo 1 quando comparado aos MsFDM-Arranjo 2 e 3, apresenta os menores
valores de erro global para a pressdo, sendo, portanto, o mais acurado dos simuladores multies-
cala. Embora nao haja superioridade em speedup e eficiéncia de um arranjo sobre os outros, o
MsFDM-Arranjo 1 apresenta os menores tempos de execucao, tanto na versdo serial quanto na
paralela.

Portanto, pode-se afirmar que o simulador MsFDM-Arranjo 1 gera resultados numéricos que
alcancam um equilibrio adequado entre esfor¢o computacional e acurécia.
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