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Resumo: Neste artigo é apresentado o modelo de um sistema constituído por três pares de 

atuadores eletromagnéticos colineares, cuja finalidade é manter uma esfera metálica levitando 

entre eles. Considera-se que o sistema é fixo em um veículo que, por sua vez, possui 

movimentos prescritos. Controladores PID independentes são empregados em cada par de 

atuadores de modo a fornecer correntes de controle adequadas para manter a esfera levitando. 

Para se obter os ganhos dos controladores, considera-se o modelo linearizado do sistema. Por 

fim são apresentados resultados de uma simulação onde se considera as equações não-lineares 

do sistema e se verifica a adequabilidade dos controladores para manter a esfera levitando 

entre eles. 
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1 INTRODUÇÃO 

É cada vez mais comum a disseminação e utilização de equipamentos embarcados em 

corpos em movimento, destinados a direcioná-los por uma trajetória ou para a navegação 

entre dois pontos predeterminados. 

Dentre os vários tipos de sensores de orientação, há um modelo muito promissor, o qual se 

constitui na levitação de uma esfera de material ferromagnético [1, 2, 10], conforme é 

apresentado na Figura 1. 

 

Figura 1: Modelo de atuador eletromagnético com esfera levitada [4] 

2 MODELAGEM DO ATUADOR ELETROMAGNÉTICO 

2.1 Princípio de operação 

O funcionamento do sistema inicia-se quando são fornecidas correntes elétricas, 𝑖(𝑡), às 

bobinas dos atuadores, de modo a se colocar para levitar entre os mesmos a esfera. Nesta 

condição, tem-se os eixos coordenados do par de atuadores colineares (𝑧𝑎𝑦𝑎) coincidentes aos 

da esfera (𝑧𝑒𝑦𝑒), conforme a Figura 2(a). 

 

  

(a) (b) 

Figura 2: Movimento do corpo no qual os atuadores são montados 

 Quando os atuadores são sujeitos a movimentos, a esfera é deslocada de sua posição 

desejada, que é aquela em que seu centro de massa coincide com o centro geométrico do 

sistema, 𝑠0, e tenderá a se chocar contra os atuadores, conforme é apresentado na Figura 2(b). 

Sensores de posicionamento são capazes de medir a distância entre as superfícies da esfera 

e os atuadores colineares para obter, indiretamente, os erros de posição, que são fornecidos ao 

controlador. Assim o controlador intervém na corrente elétrica, fazendo com que os atuadores 

movam a esfera para a posição desejada. 
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2.2 Modelagem do conjunto de atuadores eletromagnéticos 

Na Figura 3 há a representação de um par de atuadores eletromagnéticos colineares e uma 

esfera metálica. 

 

  
(a) (b) 

Figura 3: Sistema em equilíbrio (a) e perturbação no atuador (b) 

A partir dessas observações, tem-se a modelagem deste sistema por meio do equilíbrio de 

forças que atuam na esfera [14] nas direções dos atuadores 𝑥𝑦𝑧: 

𝐹𝑥(𝑡)  = 𝑘𝑓 [
𝑖0 + 𝑖𝑐𝑡𝑟𝑥(𝑡)

𝑠0 − {𝑥𝑒(𝑡) − 𝑥𝑎(𝑡)}
]

2

− 𝑘𝑓 [
𝑖0 − 𝑖𝑐𝑡𝑟𝑥(𝑡)

𝑠0 + {𝑥𝑒(𝑡) − 𝑥𝑎(𝑡)}
]

2

 

𝐹𝑦(𝑡)  = 𝑘𝑓 [
𝑖0 + 𝑖𝑐𝑡𝑟𝑦(𝑡)

𝑠0 − {𝑦𝑒(𝑡) − 𝑦𝑎(𝑡)}
]

2

− 𝑘𝑓 [
𝑖0 − 𝑖𝑐𝑡𝑟𝑦(𝑡)

𝑠0 + {𝑦𝑒(𝑡) − 𝑦𝑎(𝑡)}
]

2

 

𝐹𝑧(𝑡)  = 𝑘𝑓 [
𝑖0 + 𝑖𝑐𝑡𝑟𝑧(𝑡)

𝑠0 − {𝑧𝑒(𝑡) − 𝑧𝑎(𝑡)}
]

2

− 𝑘𝑓 [
𝑖0 − 𝑖𝑐𝑡𝑟𝑧(𝑡)

𝑠0 + {𝑧𝑒(𝑡) − 𝑧𝑎(𝑡)}
]

2

 

(1) 

Tal que: 

𝑘𝑓: constante de força eletromagnética, 𝑘𝑓 = 
1

4
𝜇0𝐴𝑎𝑁

2; 

𝜇0: permeabilidade do aço; 

𝐴𝑎: área da seção transversal do atuador eletromagnético projetada sobre a 

superfície da esfera levitada; 

𝑁: quantidade de voltas de fio elétrico enroladas na espira do atuador; 

𝑖0: corrente elétrica bias; 

𝑖𝑐𝑡𝑟𝑥(𝑡), 𝑖𝑐𝑡𝑟𝑦(𝑡) e 𝑖𝑐𝑡𝑟𝑧(𝑡): correntes elétricas de controle para os atuadores 𝑥, 𝑦 e 

𝑧, respectivamente; 

𝑥𝑒(𝑡), 𝑦𝑒(𝑡) e 𝑧𝑒(𝑡): posições da esfera nas direções dos atuadores 𝑥, 𝑦 e 𝑧, 

respectivamente, escrito em um sistema de coordenadas solidário ao centro geométrico do 

conjunto de atuadores; e 

𝑥𝑎(𝑡), 𝑦𝑎(𝑡) e 𝑧𝑎(𝑡): posições dos atuadores 𝑥, 𝑦 e 𝑧 nas respectivas direções. 

 Contudo, adotam-se algumas hipóteses para validação da aplicação da Eq. 1 [1, 2, 10], 

tais como: 

2 
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1 
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𝑍 
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• Não há saturação do material magnético; 

• Só há fluxo magnético no conjunto atuador-esfera; 

• A magnetização do aço é desprezada; e 

• Os materiais eletromagnéticos possuem um comportamento linear durante o 

funcionamento do atuador. 

O material considerado para a esfera é o ferro fundido, que não deve ser submetido a um 

campo magnético superior ao valor limite, 𝐵𝑙𝑖𝑚, de 0,2 𝑇. Dessa forma, assegura-se que o 

material da esfera não é sujeito à saturação, pois este estará sendo utilizado dentro de sua 

região linear [1, 2, 10]. 

A equação simplificada para o cálculo do campo eletromagnético [16] é definido por: 

𝐵𝑚(𝑡) = 𝑘𝐵𝑚
𝑖

𝑠0
 (2) 

Tal que: 

𝑘𝐵: constante de campo magnético, 𝑘𝐵𝑚 =
1

2
𝜇0𝑁. 

Por fim, por meio da Equação 2, é verificado durante as simulações se o atuador está 

funcionando com 𝐵𝑚(𝑡) inferior ao máximo admissível, 𝐵𝑙𝑖𝑚, e, desta forma, validando a 

aplicação da Eq. 1. 

2.3 Dinâmica não-linear do conjunto de atuadores eletromagnéticos 

As equações de Newton [5, 9], escritas no sistema de coordenadas solidário ao centro 

geométrico do conjunto de atuadores, para a esfera são dadas, na forma vetorial, por: 

𝑀[�̇�𝒆 + (𝝎𝒂 × 𝒗𝒆)] = 𝑭𝒎𝒂𝒈 − 𝑇𝑎 𝐼𝑷 (3) 

Tal que: 

𝑀: matriz de massa, dada por 𝑀 = [
𝑚 0 0
0 𝑚 0
0 0 𝑚

] em que 𝑚 é a massa da esfera; 

�̇�𝒆: vetor composto pelas derivadas das componentes da velocidade do centro de 

massa da esfera, expresso por �̇�𝒆 = [�̈�𝑒(𝑡) �̈�𝑒(𝑡) �̈�𝑒(𝑡)]
𝑇; 

𝝎𝒂: vetor velocidade angular do centro geométrico do conjunto de atuadores, a 

ser definido pela Eq. 6; 

𝒗𝒆: vetor composto pelas derivadas das componentes da posição do centro de 

massa da esfera, expresso por 𝒗𝒆 = [�̇�𝑒(𝑡) �̇�𝑒(𝑡) �̇�𝑒(𝑡)]
𝑇 

𝑭𝒎𝒂𝒈: vetor força eletromagnética resultante no centro de massa da esfera, 

definido por 𝑭𝒎𝒂𝒈 = [𝐹𝑥(𝑡) 𝐹𝑦(𝑡) 𝐹𝑧(𝑡)]𝑇; 

𝑇𝑎 𝐼: matriz de transformação de coordenadas, a ser definida pela Eq. 5; 

𝑷: vetor força peso, definido por 𝑷 = [0 0 𝑚𝑔]𝑇; e 

𝑔: modulo da gravidade. 

Os termos 𝑥𝑎(𝑡), 𝑦𝑎(𝑡) e 𝑧𝑎(𝑡) da Eq. 1 podem ser obtidos por: 

𝒅𝒂(𝒕) = 𝑇𝑎 𝐼𝒅𝒎𝒐𝒗(𝒕) (4) 

Tal que: 

𝒅𝒎𝒐𝒗(𝒕): vetor posição prescrita do centro de massa do veículo no referencial 

Inercial, dado por 𝒅𝒎𝒐𝒗(𝒕) = [𝑋𝑚𝑜𝑣(𝑡) 𝑌𝑚𝑜𝑣(𝑡) 𝑍𝑚𝑜𝑣(𝑡)]
𝑇. 
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2.4 Descrição do movimento do corpo no qual os atuadores são montados 

Define-se um sistema de eixos coordenados 𝑥𝑦𝑧 no centro de massa do veículo, o qual é 

paralelo ao sistema de coordenada Inercial 𝑋𝑌𝑍, por hipótese, conforme é apresentado na 

Figura 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4: Sistema de coordenadas inseridas em um veículo 

O movimento do veículo no espaço é descrito por meio de rotações sucessivas de seu 

sistema de orientação, definidos pelos ângulos de Euler: inclinação (pitch), 𝜃, guinada (yaw), 

 𝛽, e rolagem (roll),  𝛼, [7, 8] conforme a Figura 5. 

 

Figura 5: Orientação do veículo 

Obtém-se a matriz de rotação, 𝑇𝑎 𝐼, que faz a transformação de coordenada do referencial 

inercial, 𝐼, para o local fixo no centro geométrico do conjunto de atuadores, 𝑎, [7, 8, 13] dada 

por: 

𝑇𝑎 𝐼 = [
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑒𝑛𝜃
0 −𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

] [
𝑐𝑜𝑠𝛽 𝑠𝑒𝑛𝛽 0
−𝑠𝑒𝑛𝛽 𝑐𝑜𝑠𝛽 0
0 0 1

] [
𝑐𝑜𝑠𝛼 0 −𝑠𝑒𝑛𝛼
0 1 0

𝑠𝑒𝑛𝛼 0 𝑐𝑜𝑠𝛼
] (5) 

O vetor velocidade angular do conjunto de atuadores, 𝝎𝒂, [7, 8] é calculado por: 

𝝎𝑰
𝒂

𝒂 = [

𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑐𝑜𝑠(𝛽) �̇� − 𝑠𝑒𝑛(𝛼)�̇�

�̇� − 𝑠𝑒𝑛(𝛽) �̇�

𝑐𝑜𝑠(𝛼) �̇� + 𝑠𝑒𝑛(𝛼) 𝑐𝑜𝑠(𝛽) �̇�

] (6) 

A posição na qual o sistema de atuadores é montado ao corpo do veículo [13, 16, 17], 

conforme a Figura 5, é expressa por: 

𝒅(𝒕) = 𝒅𝒎𝒐𝒗(𝒕) + 𝑇𝐼 𝑎𝒅𝒂 (7) 

Tal que: 
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𝒅𝒂: vetor posição do centro geométrico do conjunto de atuadores no corpo do 

veículo, definido como 𝒅𝒂 = [𝑥𝑐 𝑦𝑐 𝑧𝑐]𝑇. 

3 CONTROLE 

3.1 Equação linearizada da força eletromagnética resultante de cada par de atuadores 

A linearização do modelo dinâmico dos atuadores 𝑥𝑦𝑧, ocorre nas proximidades do ponto 

de operação 𝑖0 e 𝑠0 [14, 15]. Linearizando, a componente 𝑥 da força magnética, 

𝐹𝑚𝑎𝑔, por exemplo, obtém-se: 

𝑓(𝑡) ≅ 𝑘𝑠𝑥(𝑡) + 𝑘𝑖𝑖(𝑡) (8) 

Tal que: 

𝑘𝑠: constante de deslocamento, definida por 𝑘𝑠 = 4𝑘𝑓𝑖0
2/𝑠0

3; e 

𝑘𝑖: constante de corrente elétrica, dada por 𝑘𝑖 = 4𝑘𝑓𝑖0/𝑠0
2. 

A simplificação é válida [1, 2] se: 

• A 𝑖𝑐𝑡𝑟(𝑡) é muito menor que 𝑖0; e 

• O 𝑥(𝑡) permanecer pequeno quando comparado à 𝑠0. 
Na Figura 6, é apresentado um diagrama esquemático para o projeto de controle da posição 

da esfera (ao longo do eixo 𝑥𝑎) [13]. 

 

 

Figura 6: Diagrama esquemático para o controle da posição da esfera 

Dá-se um movimento de entrada à esfera definido por 𝑥𝑑(𝑡), que é comparado à posição 

medida pelo sensor, 𝑥(𝑡), gerando um erro, 𝑒(𝑡), variável de entrada do controlador. 

Em seguida, o controlador interfere, por meio da corrente elétrica de controle 𝑖𝑐𝑡𝑟(𝑡), na 

força resultante deste sistema, 𝑓(𝑡), e consequentemente na dinâmica da esfera. 

Desta forma, obtêm-se a posição da esfera, 𝑥(𝑡), que tende a acompanhar a entrada 

introduzida ao sistema, 𝑥𝑑(𝑡), ou seja, o erro de posição 𝑒(𝑡) é reduzido. Um esquema 

correspondente é válido para os demais eixos. 

3.2 Arquitetura de controle 

É abordada a técnica do controlador PID analógico para a obtenção das correntes elétricas 

de controle 𝑖𝑐𝑡𝑟𝑥(𝑡), 𝑖𝑐𝑡𝑟𝑦(𝑡) e 𝑖𝑐𝑡𝑟𝑧(𝑡) com as seguintes hipóteses: 

• Os sinais de entrada para os controladores são dados por: 

𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑙𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑘𝑖 

𝑘𝑠 

𝑆𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟 

+ + 
𝐷𝑖𝑛â𝑚𝑖𝑐𝑎 
 𝑑𝑎 𝑒𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎 

𝑥𝑑(𝑡) 𝑥 

− 

𝑒(𝑡) 𝑖𝑐𝑡𝑟(𝑡) 𝑓(𝑡) 
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{

𝑒𝑥(𝑡) = 𝑥𝑎(𝑡) − 𝑥𝑒(𝑡)

𝑒𝑦(𝑡) = 𝑦𝑎(𝑡) − 𝑦𝑒(𝑡)

𝑒𝑧(𝑡) = 𝑧𝑎(𝑡) − 𝑧𝑒(𝑡)

 (9) 

• Sensor analógico de posição com ruído; 

• Não há saturação do campo eletromagnético em cada atuador; e 

• Saturação da corrente elétrica é desprezada. 

O controlador deve manter os erros de posição próximos à zero para evitar contato entre as 

superfícies dos atuadores e a esfera levitada. 

Por ocasião de movimentos prescritos que envolvam a rotação do veículo, conforme a 

Figura 7(a), os atuadores passam a girar em torno da esfera levitada mudando seu referencial 

de 𝑥𝑦𝑧 para o 𝑥′𝑦′𝑧′, conforme apresentado na Figura 7(b). 

 

 

Figura 7: Condição inicial do sistema (a) e translação e rotação dos atuadores (b) 

3.3 Controlador PID 

Para se atender às especificações de critério de desempenho (esfera levitar entre os 

atuadores sem que haja contato), é necessário sintonizar o controlador para obter o sinal de 

controle, 𝑢(𝑡), [12, 17]: 

𝑢(𝑡) = 𝑘𝑃𝑒(𝑡) + 𝑘𝐼∫ 𝑒(𝑡)𝑑𝑡
𝑡

0

+ 𝑘𝐷
𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
 (10) 

Tal que: 

𝑒(𝑡): erro do sistema; 

𝑘𝑃: ganho proporcional; 

𝑘𝐼: ganho integral; e 

𝑘𝐷: ganho derivativo. 

3.4 Ajuste dos ganhos do controlador 

É empregado o método de resposta em frequência proposto por Ziegler-Nichols [12, 17] 

por ser de maior simplicidade se comparada a outras técnicas de controle. 

Por meio de simulações numéricas com um modelo linear das equações de um par de 

atuadores em movimento com esfera levitada, obteve-se os ganhos do controlador PID: 𝑘𝑃  =
 12𝑥103, 𝑘𝑖 = 12,7𝑥10

5 e 𝑘𝑑 = 25,63. 
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3.5 Sensor de posição 

Supõem-se, no modelo, que exista um sensor analógico de posição acoplado a cada par de 

atuadores capaz de medir a distância entre as superfícies da esfera e do par de atuadores 

colineares, Figura 12, que permite obter o erro de posição da esfera levitada. 

 

 

Figura 8: Medição realizada pelo sensor 

A fim de tornar o modelo dos atuadores mais fidedigno com a realidade, é adicionado à 

variável de saída da dinâmica do sistema, um termo correspondente ao erro do sensor [7]: 

{

𝐸𝑟𝑟𝑜𝑥(𝑡) = 𝑒𝑥(𝑡) + 𝜂(𝑡)𝑎𝑙𝑒𝑎𝑡ó𝑟𝑖𝑜
𝐸𝑟𝑟𝑜𝑦(𝑡) = 𝑒𝑦(𝑡) + 𝜂(𝑡)𝑎𝑙𝑒𝑎𝑡ó𝑟𝑖𝑜
𝐸𝑟𝑟𝑜𝑧(𝑡) = 𝑒𝑧(𝑡) + 𝜂(𝑡)𝑎𝑙𝑒𝑎𝑡ó𝑟𝑖𝑜

 (11) 

Tal que: 

𝐸𝑟𝑟𝑜𝑥(𝑡), 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑦(𝑡), e 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑧(𝑡): sinais de erro medidos pelos sensores nas 

direções dos atuadores 𝑥, 𝑦 e 𝑧, respectivamente; e 

𝜂(𝑡)𝑎𝑙𝑒𝑎𝑡ó𝑟𝑖𝑜: erro aleatório do sensor, que é representado por uma função de 

distribuição de probabilidade (fdp) uniforme, onde os intervalos da função correspondem à 

incerteza do sensor, que é informada pelo fabricante (±𝜂). 

4 SIMULAÇÕES E RESULTADOS 

4.1 Parâmetros utilizados nas simulações 

As simulações são feitas considerando os parâmetros [6] da Tabela 1. 

Tabela 1: Parâmetros utilizados para simulação numérica 

Variável Parâmetro Valor Unidade 

Massa da esfera 𝑚 1∙10-3 kg 

Diâmetro da esfera 𝑑𝑒𝑠𝑓 10∙10-3 m 

Permeabilidade elétrica relativa do ar 𝜇0 4𝜋∙10-7 H/m 

Número de espiras da bobina 𝑁 1362 − 

Área da seção reta do atuador 𝐴𝑎 760∙10-6 m² 

Corrente elétrica bias 𝑖0 202,7∙10-3 A 

Condutividade elétrica 𝜎 1,07∙10+7 (Ω∙m)-1 

Posição bias 𝑠0 3∙10-3 m 

Incerteza do sensor de posição 
𝜂𝑖𝑛𝑓 -1∙10-6 m 

𝜂𝑠𝑢𝑝 1,00∙10-6 m 
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4.2 Simulações e resultados 

Para implementação computacional, é necessário reorganizar e reduzir a ordem da Eq. 2 [6, 

7, 8] e, a seguir, utiliza-se o Método Numérico de Runge-Kutta de 4ª ordem [3] com passo de 

integração de 0,1 ms para resolvê-la. 

Durante as simulações é estabelecido o seguinte critério para aceitação do funcionamento 

do dispositivo: a esfera permanecer levitando entre os atuadores sem que haja contato, 

enquanto o veículo realiza movimentos típicos de um VANT (veículo aéreo não tripulado), 

conforme a Figura 9. 

 

Figura 9: VANT 

O vetor posição do centro geométrico dos atuadores e esfera levitada é dado por 𝒅𝒂 =
[0,05 0,65 0,10]𝑇 e se inicia a simulação introduzindo o movimento prescrito do VANT 

[11]: 

𝒅𝒎𝒐𝒗(𝒕) =

[
 
 
 
 
 5 + 0,02𝑠𝑒𝑛 (

𝜋

9
𝑡)

20𝑡 + 0,02𝑠𝑒𝑛 (
𝜋

9
𝑡)

3 + 0,02𝑠𝑒𝑛 (
𝜋

9
𝑡) ]

 
 
 
 
 

 

{
 
 

 
 𝜃(𝑡) =

𝜋

60
𝑠𝑒𝑛 (

𝜋

6
𝑡)

𝛽(𝑡) =
𝜋

36
𝑠𝑒𝑛 (

𝜋

7
𝑡)

𝛼(𝑡) =
7𝜋

180
𝑠𝑒𝑛 (

𝜋

8
𝑡)

 (12) 

Em seguida será avaliado o desempenho do sistema quando o veículo realiza uma curva, 

dada por: 

𝒅𝒎𝒐𝒗(𝒕)

=

[
 
 
 
 
 75 + 65 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

10
𝑡) + 0,02𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

9
𝑡)

78 + 65 𝑠𝑒𝑛 (
𝜋

10
𝑡) + 0,02𝑠𝑒𝑛 (

𝜋

9
𝑡)

3 + 0,02𝑠𝑒𝑛 (
𝜋

9
𝑡) ]

 
 
 
 
 

 

{
 
 

 
 𝜃(𝑡) =

𝜋

60
𝑠𝑒𝑛 (

𝜋

6
𝑡)

𝛽(𝑡) = 𝜋𝑠𝑒𝑛 (
𝜋

10
𝑡) +

𝜋

36
𝑠𝑒𝑛 (

𝜋

7
𝑡)

𝛼(𝑡) =
7𝜋

180
𝑠𝑒𝑛 (

𝜋

8
𝑡)

 (13) 

Verifica-se na Figura 10(a) que o erro de posição na direção do atuador 𝑦 (1,0 mm) é de 

amplitude maior que os demais, que tendem à proximidade do zero, no entanto todos são 

significativamente inferiores a 𝑠0 (3 mm), indicando que a esfera não colidirá com as 

superfícies dos atuadores e nem se aproximará excessivamente das mesmas. 

Nota-se na Figura 10(b) que a esfera permanece entre os atuadores sem que haja contato. 

Em todos os casos, a posição da esfera apresenta o movimento oscilatório amortecido até a 

proximidade do zero. 

𝑌 
𝑋 

𝑍
Z 𝑦 

𝑥 

𝑧 

𝛼 

𝜃 

𝛽 

𝐷 

Atuadores 𝐿 𝑑𝐿
𝑎

𝑎 
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(a) (b) 

Figura 10: Resultados da simulação para o sistema montado no VANT (a) e quando o VANT descreve uma 

curva (b), ambos com trepidações 

Durante as simulações, o fluxo do campo magnético máximo encontrado é 1,0 mT, 

portanto, os efeitos de histerese e saturação podem ser considerados desprezíveis e sendo 

razoável não incluí-los no modelo [1, 2, 6]. 

5 CONCLUSÕES 

O sistema de controle PID analógico mantém a posição entre a esfera e o conjunto de 

atuadores dentro da folga especificada, para os movimentos considerados para o VANT. 

Verifica-se que o campo magnético nos atuadores é muito pequeno, confirmando que os 

efeitos de histerese e saturação podem ser desprezados na modelagem. 

Os resultados apresentados indicam que este sistema é promissor para ser aplicado a um 

sistema de sensoriamento de posição. 

A análise dos movimentos de rotação da esfera não foram abordados neste artigo, pois 

serão propostos para trabalhos futuros. 
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