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Resumo: Neste artigo serao expostos e discutidos alguns aspectos com respeito ao
surgimento do projeto logicista e, ao final, sera apontada uma variante dele na filosofia da
matematica no neokantismo Ernst Cassirer. Para isso, a argumentagao seguira nos seguintes
termos: em primeiro lugar, sera levado em conta o ponto de partida de todo esse debate: a
rejeicao de Kant por parte dos filésofos e matematicos ja nos primeiros anos do século
dezenove. Feito isso, sera discutido qual o ponto a ser batido por essa tradi¢ao de autores e
dois frutos que surgiram dessa reacdo ao filésofo de Konigsberg. No terceiro momento,
serdo trabalhados brevemente trés autores que, por assim dizer, sao considerados os pilares
fundamentais com respeito ao programa logicista (Frege, Russell e Dedekind). Na parte final
do texto, sera dito algo a respeito da importancia do ultimo autor no contexto da filosofia
juvenil do neokantiano Ernst Cassirer.
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Abstract: In this paper it will be exposed and discussed some remarks on the emergence of
the logicist project and, in the end, it will be pointed out one variant of it in the Neo-Kantian
Ernst Cassirer in his philosophy of mathematics. In order to fulfill such task, the
argumentation will be as follows: firstly, it will be taking into account the starting point of
the debate: the rejection of Kant by philosophers and mathematicians already in the first
years of the nineteenth century. That done, it will be discussed which is the point to be
overcome by this tradition and two results that emerged of this reaction to Kant. In the third
moment it will be treated briefly three fundamental authors concerning the logicist program
(Frege, Russell and Dedekind). In the final moment of the text, it will be said something
about the importance of this last author in the context of Ernst Cassirer’s early epistemology.
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1. Introdugio: no principio era Kant

No inicio do século dezenove, a fundamentaciao da matematica mais corrente a época
era aquela encontrada na filosofia kantiana. A ideia de base proposta pela teoria de Kant
tinha como fio condutor sua teoria da intui¢ao, na qual era preciso recorrer as intuigdes puras
de espago (na geometria) e de tempo (na aritmética) para garantir a fundamentagdo da
disciplina em questao. Desse modo, o proceder em uma demonstragdo matematica se fazia
a partir da construcao — outra das no¢oes chave em sua filosofia da matematica — de seus
conceitos na medida em que lhes siao fornecidas as intui¢oes correspondentes.

Muito embora o valor de importancia assumido pela proposta de Kant na histéria da
filosofia seja incontestavel, uma promissora concorrente surgiu nos anos iniciais do século
dezenove). Seu objetivo basico dizia respeito a uma fundamentagido da matematica em que
nao fosse levado em consideragao aquele carater intuitivo, mas uma em que, tao somente, 0s
encadeamentos légicos entrassem em cena. Dessa maneira, a filosofia da matematica é
colocada em um novo “tribunal da razio”.!

De acordo com o que sera argumentado nas linhas a seguir, o logicismo também foi
decisivo entre os neokantianos, em particular na filosofia de Ernst Cassirer.” Nesses termos,
chegamos a uma primeira constatacao interessante que merece um maior detalhamento: um
modo equivocado de interpretar o projeto dos neokantianos seria partindo do pressuposto
(falso) de que eles defendem as mesmas teses de Kant. Se esse fosse de fato o caso, entiao os
varios acontecimentos ocorridos no século dezenove haveriam de ser deixados de lado. A
epistemologia kantiana, lembremos, teve como objeto de investigagao a ciéncia da época de
Kant, representadas por seus paradigmas cientificos — tais como: a geometria de Euclides e
a mecanica de Newton. Por sua vez, a epistemologia neokantiana teve como objeto de

investigacdo a ciéncia de seu tempo — e o século dezenove é bastante rico em novos temas

1A referéncia aqui a nogdao de “tribunal da razdo” (tanto no titulo do artigo, quanto neste momento) &,
deliberadamente, de matriz kantiana na Critica da Razdo Pura. Cf. Krl”, A XII.

2 E nio s6 ele, mas também Natorp, que levou em conta esse projeto em seus ensaios sobre as ciéncias
exatas/naturais. Cf. NATORP (1910). Por uma tal razio, deixemos manifesto, ja de inicio, que esses autores
também fizeram parte do amplo grupo — compostos por filésofos e matematicos do século dezenove — que
seriam, por assim dizer, criticos de Kant nesse particular. E isso ocorre uma vez que esses neokantianos da
escola de Marburgo jamais defenderam a tese kantiana de que a matematica dependia das intuicbes de espago
e tempo em sua fundamentacgdo, sendo que a logica era a disciplina responsavel por isso
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nas ciéncias; seja no campo das ciéncias naturais, ou das ciéncias humanas.” Portanto, se a
situacdo da ciéncia é distinta em cada um dos dois contextos, entio o resultado disso nao
pode ser outro: os neokantianos investigaram e polemizaram sobre os temas e problemas
de seu tempo. Embora isso, a principio, possa soar quase como uma trivialidade, trata-se de
algo essencial para entender o significado do que seja o movimento neokantiano.

O que foi de fato decisivo aos filésofos da escola de Marburgo (e a0 neokantismo de
modo geral), e com respeito a isso eles realmente sio devedores de Kant, é o seu modo de
fazer filosofia: a filosofia ¢ entendida enquanto uma atividade essencialmente reflexiva. Essa
nota caracteristica da filosofia transcendental foi decisiva a Cassiret’ e condicionou

basicamente todo seu projeto filoséfico.

2. O ponto comum da tradigdo: o aspecto anti-intuicionista na filosofia da

matematica

Sio pelo menos dois os pontos que devemos mencionar a respeito da convergéncia
entre Cassirer (na escola de Marburgo) e dos filésofos e matematicos que trabalharam no
projeto de fundamenta¢ao da matematica na logica:

1. Eles partilham da opinido de que a intui¢ao nao desempenha nenhum papel quando

se trata, por exemplo, da fundamentac¢ao do conceito de numero e

2. eles partilham da opinido de que a matematica nao se trata de uma disciplina empirica.

A seguir, serdo tratados alguns desses desdobramentos que surgiram no inicio do

século dezenove com respeito unicamente a essa luta contra o intuicionismo, de matriz

kantiana.’

3 Tanto € assim que o século dezenove ficou conhecido por ser o “século das ciéncias”. Diversas disciplinas e
novas teorias surgiram nesse momento da histéria em uma vasta gama de autores. Pela limitagdo proposta pelo
escopo deste texto, Nos ocuparemos quase que unicamente com um aspecto — a saber, o surgimento do projeto
logicista e seu lugar dentro do neokantismo juvenil de Cassirer — do que costumeiramente ficou conhecido,
sobretudo pelo advento do neokantismo, por “Faktun da ciéncia”.

4 Naturalmente que outros aspectos filosoficos do pensamento de Kant também o foram. Na ultima parte deste
trabalho também levaremos em conta outro aspecto central da filosofia kantiana na epistemologia de Cassirer.
5 Por conta de um desvio do tema geral deste artigo, ndo serdo explorados os pontos relativos a critica das
posicbes empiristas daquele tempo, que seriam merecedores de um tratamento a parte.
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2.1. O projeto de aritmetizagiao da analise

A aritmetizagdo da andlise foi um dos primeiros programas que surgiram no
panorama cientifico do século dezenove com objetivo de tornar a “analise” uma disciplina
de carater autbnomo. E em sua forma mais elementar, essa ideia buscava resolver um
problema da ordem do dia naquele momento: proporcionar formulagoes rigorosas as ideias
intuitivas do calculo. Mais especificamente, os conceitos introduzidos pelo célculo
diferencial e integral, tais como: limite, infinitesimal® e de funcio.

No entanto, vale mencionar ainda que o projeto de tornar mais rigorosa a analise
nao surgiu de uma mudanga repentina, levada a efeito por teéricos de lugares distintos como
nos casos de Cauchy (talvez o mais conhecido nesse projeto) ou até mesmo Bolzano (talvez
o menos conhecido). O caso é que esse projeto comum, iniciado nas primeiras décadas do
século dezenove,’ foi um acontecimento que recebeu acentos diferentes por parte de diversos
autores.

Quanto as motivagoes historicas para que o projeto viesse ao debate da época, levem
em consideracao que elas vieram de varias frentes, e aqui serdo retomadas quatro delas:

1. Isso surgiu a cena da época, por exemplo, por conta de reformas curriculares

no ensino das universidades — como ocorreu no caso da Alemanha, com
Humboldt — em que o disciplina de matematica foi desvencilhada do campo
da fisica tedrica;

2. Como ja mencionado, outro dos motivos se deu no sentido de proporcionar
um método mais rigoroso de verificagdo e sistematizagdao dos resultados das
ciéncias;

3. E também no intuito de oferecer respostas a questdes tais quais, o problema
acerca da aprioridade da intuigdo geométrica nas geometrias nao-euclidianas

2

¢ Newton e Leibniz basearam seu trabalho em considera¢ées geométricas. Embora os resultados finais de seus
métodos fossem indiscutiveis, os métodos mesmos néo o eram. Central para tais preocupaces era a nog¢io de
uma quantidade infinita, ou indefinidamente pequena, a saber, a de infinitesimal, que tinha essa propriedade a
qual ndo era bem definida: algumas vezes era zero e outras diferente de zero.

7 Em 1810 Bolzano publica seu Beysrige zu einer begriindeteren Darstellung der Mathematik. No apéndice desse
texto, intitulado: Uber die Kantische 1ehre Von der Construction der Begriffe duch Anschannngen, esse
comprometimento anti-intuicionista na matematica e sua posi¢ao contra Kant sao evidentes.
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4, Até mesmo antes desse problema, como foi no caso de um autor como
Gauss, em que ja se colocava em suspeita a independéncia do postulado das
paralelas.®
Ainda do ponto de vista histérico, um dos frutos mais importantes desse promissor
projeto, em suas origens, foi o texto do matematico francés mencionado anteriormente:
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), publicado em 1821 e intitulado: Cours d’Analyse. Essa
obra foi um marco de referéncia e a partir dela a busca pelo lugar autbnomo da analise foi
partilhada em diversos lugares. Assim, nao sé no ambiente francéfono, mas sobremaneira
no ambiente germanico, levando em consideragao o trabalho de um autor como Karl
Weierstrass (1815-1897).°

Com os feitos de Weierstrass foram encontradas as exigéncias de que os resultados
alcangados naquela disciplina deveriam ser seguidos por intermédio de definicoes e
métodos, em que elementos externos a isso nao entravam em cena. Nesses termos, a tese
da aritmetizacdao da analise ¢ essencial: ela nao deve ser mais guiada na geometria (terceiro
ponto colocado acima), como fizeram autores como Euler e Gauss. Weierstrass acreditava
que somente sob essa exigéncia poderfamos alcancar o ideal de rigor desejado. Aos fins
deste trabalho, tenha-se presente os pontos a seguir que resumem de maneira minimante
adequada a importancia de seus feitos:

1. Em primeiro lugar é conveniente retomar que um projeto de fundamentagio

envolve uma reducdo, ze, a explicacgio de um determinado dominio

>
conceitual (no mais das vezes mais amplo) ocorre por intermédio de um
grupo minimo de conceitos, que serdo considerados primitivos.

2. E essa redugdao pode comportar dois pontos essenciais:
a. um aspecto técnico, em que uma teoria traduz diferentes teorias e
b. um aspecto ontoldgico, em que a reducio é entendida enquanto

subsunc¢ao dos conceitos a outros conceitos, compreendidos em sua

natureza mais elementar.

8 Todos esses casos, cada um a sua maneira, colocaram em evidencia o ponto em comum que vimos insistindo:
0 uso problemitico e o papel desempenhado pelo conceito de intui¢do. Tais narrativas, acreditamos, cumprem
um papel mais decisivo, e menos anedético, quanto ao esfor¢o imprimido por essa geragdo de teéricos que
partilharam desse objetivo comum. Cf. FERREIROS (1999), especialmente o capitulo T da obra, sobre esse
aspecto contextual da matematica no inicio do século dezenove.

% Ja segunda metade do século dezenove, a tendéncia quanto ao projeto de eliminac¢io desse elemento
“Intuitivo” na matematica aumenta expressivamente. E o autor que coroa esse momento ¢, o também alemao,
Richard Dedekind — figura-chave no programa de uma fundamentagao légica do nimero e de particular
importancia na epistemologia juvenil de Cassirer.
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3. Tal fundamentagao visa a economia metodologica, de um lado, e, de outro, a
sistematiza¢ao unitaria — e dependendo do caso, ontolégica — dos resultados
adquiridos a partir dos conceitos originais.

4. A tese da aritmetizacdo da andlise foi pensada nesse mesmo esquema: em
particular a motivagdo técnica que funda a tese da aritmetizagao,
diferentemente, e de modo independente, de uma interpretacio ontologica —
e.g, Kronecker, citado por Cassirer," cuja redugio do sistema numérico ao
numero natural era a prova de sua primazia ontoldgica.

5. Da constru¢ao dos numeros reais depende a teoria das fung¢des, a qual assume
um papel importante na analise de Weierstrass; e aquela, do nimero natural.

6. Nesse mesmo periodo algumas alternativas de construgdes dos nimeros
reais, embasadas na mencionada tese, mostraram-se satisfatorias.

7. Levem em consideracio aquela de Cantor,'" revisitada por Weierstrass, e a de
Dedekind."” A construcio dos nimeros reais visa, em instincia ultima,
aritmetizar a imagem intuitiva do continuo unidimensional representado em
geometria pela reta. A ideia subjacente ¢ a de que, a partir de pares de
numeros naturais, definir os racionais, e a partir destes, os irracionais. A

introdugio dos irracionais varia entre os autores quanto aquilo que Cantor"

2 14
>

denomina “momento gerador”,” a saber:

a. Weierstrass introduz os numeros irracionais por meio da defini¢ao de séries
de somas finitas de nimeros racionais em que o resultado sempre ¢ limitado
por um valor estipulado.

b. O préprio Cantor pelo conceito de série fundamental.

c. Dedekind, por meio da sua teoria dos cortes,'” a divisio de todos os nimeros
racionais em dois conjuntos (a’) e (4°), tal que para todos os elementos de
ambos vale o’ < 4%

Além do projeto de aritmetizagao da analise, outro programa foi nuclear dentre os

autores que se dicaram a estudar filosofia da matematica no século dezenove: o programa

10.Cf. CASSIRER (1910) p. 41-42.

11 Cf. CANTOR, G. 1872, “Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen”, Mathematische Annalen, 5: 123—-132. In Cantor 1932: 92-102. (Doravante: CANTOR, 1872)

12 Cf. DEDEKIND (1872).

13 Cf., CANTOR (1872).

14 Cf. CASSIRER (1910), p. 66-67.

15 No proximo item a “teoria dos cortes” de Dedekind sera retomada.
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logicista. De particular importancia ao neokantismo da escola de Marburgo, e sobretudo na

<

filosofia juvenil de Ernst Cassirer, trés “variantes” desse projeto foram esséncias (Frege,

Dedekind,'® e Russell), como sera tratado a seguir.
2.2. O projeto logicista

O termo logicismo refere-se a uma tendéncia, programa ou doutrina que reduz a
matematica a logica. E corriqueiro encontrar na literatura que Frege e Russell foram os
ptimeiros proponentes de tal visio."” Endossando isso, retenha-se as palavras de Carnap que,
em uma conhecida passagem, definiu esse programa nos seguintes termos:

Logicismo ¢ a tese que afirma que a matematica pode ser reduzida a légica,
sendo, pois, parte dela. Frege foi o primeiro a expor tal visdo. No majestoso
livro, Principia Mathematica, os matematicos ingleses A. N. Whitehead e B.
Russell produziram uma sistematizacio da logica a partit da qual eles

construiram a matematica !8

Embora nao haja nenhum problema em considera-los defensores da tese logicista
— como em geral se faz, acertadamente —, nao é correto dizer que ambos comungam ou
defendem um mesmo ideal de logicismo. Isso porque cada um deles levou a efeito a tese de
um modo bastante peculiar. Por exemplo, ha uma divergéncia quanto ao dominio que esse
programa cobre, Ze., se ela vale para toda matematica ou parte dela. Frege afirmava" que tal
tese vale somente no caso da aritmética, ou seja, que a aritmética pode ser reduzida a logica;
dessa forma, o conceito de nimero, por exemplo, é um conceito de 16gica pura e os proprios

numeros sao, como ele diz, objetos logicos. Todavia, o filésofo de Jena ndo considera que a

16 Entretanto, podetia surgir aqui uma questdo de alguém ja familiarizado com essa tematica: Dedekind nio
seria enquadrado enquanto um representante do “estruturalismo” ao invés de ser considerado um “logicista”?
Se se levar em consideragdo a “histéria da matematica” nao haveriam muitas ddvidas quanto a isso: sim,
Dedekind ¢ estruturalista; contra isso existe o que argumentar. Todavia, do posto de vista do escopo e dos
objetivos deste trabalho —a saber, a variante neokantiana — essa distin¢do categérica (estruturalismo e logicismo)
ndo funciona exatamente dessa maneira. Isso pelo fato de que, se se pensar especificamente na época de Cassirer
tais caracterizagdes ndo existiam tais como hoje existem, entdo Cassirer caracteriza o pensamento de Dedekind
como um tipo peculiar de logicismo.

I7E também o nome de Dedekind poderia também ser mencionado entre aqueles que expressaram a
convicgdo de que a aritmética é parte da logica.

18 CARNAP (1931). P. 91.

19 Cf., por exemplo, os §§ 90-91 de Os Fundamentos da Aritmética (1884).
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geometria também fosse parte da l6gica,”’ como havia feito B. Russell. Para o inglés, toda™
matematica, ou seja, tanto aritmética quanto geometria, é logica.”

Apesar dessa e de outras diferengas, o ponto em comum com respeito a essa visao
na matematica que mais interessa agora ¢ aquele relativo a mudanga de paradigma ocorrida
na logica no século dezenove, condicionante para que tal tese viesse ao debate. Em outras
palavras, o logicismo nio seria possivel sem uma profunda transformacao da légica. E essa
mudanca ocorreu especialmente gracas ao trabalho de Frege.”

A partir do trabalho pioneiro de Frege, o raciocinio matematico se fez realizavel sob
as formas logicas de argumentagdo reconhecidas. Nao fosse isso, a plausibilidade do
ensinamento de Kant de que o raciocinio matematico nio ¢é puramente discursivo
permaneceria em voga por algum tempo ainda. A nova légica de Frege possibilitou
representar o raciocinio matematico padrio na forma de derivagoes puramente logicas.
Mesmo tendo em vista a importancia desse projeto em seu contexto, hoje se sabe que o
projeto logicista foi minado por pelo menos dois desdobramentos decisivos:

1. Pela descoberta de que os principios assumidos na obra principal de Frege sao
inconsistentes, e o cariter mais ou menos insatisfatorio dos sistemas concebidos
para remediar esse problema;

2. Pela descoberta feita por Gédel de que a logica necessaria para derivar todas as
verdades matematicas, em principio, nao pode ser formalizada.

Apesar das aporias que tal programa encontraria na posteridade, o que mais importa

aqui sdo seus aspectos positivos: antes de Frege, o raciocinio matematico nao poderia ser

20 T isso ja se fez presente em sua tese de doutorado de 1873: Uber eine geometrische Darstellung der imagindren
Gebilde in der Ebene. Nesse texto encontramos pela primeira vez Frege defendendo que a geometria nio esta
subsumida exclusivamente a légica, mas que era preciso de fato uma intuicdo. Embora isso seja importante,
sobretudo se pensarmos em especifico nesse intuicionismo mitigado em Frege, ndo é nosso objetivo principal
detalhar todo esse complexo movimento.

21 Cf. o “Prefacio” dos Principles of Mathematics.

22 Para nio desviarmos demasiado de nosso horizonte, optamos por ndo trabalhar as diferengas entre os dois
tipos de logicismo: o de Frege e o de Russell. Aos nossos modestos fins, o que mais nos importa deles reflete
no ponto em comum basico da tese logicista, mencionado logo acima.

2 F sabido que um dos mais importantes passos dados na revolugdo ocorrida na historia légica diz respeito a
teoria da quantificagao. Com ela a silogfstica ¢ totalmente reformulada, e a légica ganha uma nova roupagem.
A partir de Frege a afirmacio universal do tipo “todo A é B” ¢ interpretada nao mais em termos de sujeito e
predicado, mas em termos de funcio e argumento, ze., reinterpretando tais sentencas como o preenchimento
de uma funcdo por um certo argumento. Dessa maneira, o enunciado “todo ser humano ¢é mortal” passa a ser
considerado, a partir dessa perspectiva fregeana, da seguinte maneira: “Para todo x, se x é ser humano, entdo x
¢ mortal”. Originariamente, essa teoria visava compreender o modo através do qual a nogao de quantificacdo
se da na linguagem matematica e posteriormente em sua aplica¢do a filosofia da linguagem enquanto teoria
independente.
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realizado sob as formas logicas reconhecidas de argumentacio. A nova logica tornou
possivel representar o raciocinio matematico na forma de derivagdes puramente légicas. E
isso nao poderia ter sido feito, exceto por uma profunda transformagio que ocorreu na
propria matematica durante o século dezenove.

No inicio do século dezenove e com o surgimento desses novos fatos a serem
considerados na ciéncia (em particular na l6gica e na matematica), o apelo a “intui¢ao” vinha
perdendo forca. E, outra vez, procedimentos sistematicos foram desenvolvidos para a

”% em varios ramos da

introdugao de “novos objetos”, ou até mesmo “objetos ideais
matematica. Dentre eles, trés merecem ser destacados:

1. “pontos infinitamente distantes” e “pontos com coordenadas imaginarias” na

geomettia;

2. “numeros reais” e “imaginarios” (ao lado dos “nimeros racionais”) em analise;

e’

3. “fatores ideais” de inteiros algébricos no recém-desenvolvido tema da teoria

algébrica dos numeros.

Particularmente nesse ultimo item, Dedekind alcangou resultados fundamentais, que
poderiam ser submetidos a investigagao matematica geral e ao calculo real. Com todo esse
trabalho em segundo plano, o matematico alemao foi levado a examinar os fundamentos da
teoria dos proprios nimeros inteiros, chegando a conclusio de que essa teoria, juntamente
com a algebra e a analise que dela derivam, é uma parte da légica. Nos termos do autor:

quero dizer que considero o conceito numérico independente totalmente
das nogdes ou intuigdes de espaco e tempo, que eu considero um resultado

imediato das leis do pensamento. 26

24 E bem verdade que jia em Aristdteles existia uma teoria da prova, por intermédio da silogistica. Cf., por
exemplo, os Analiticos Posteriores.
% Algo que o neokantiano Ernst Cassirer seria ctitico, como sera problematizado mais adiante.

26 DEDEKIND (1888). P. 31
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3. Os trés pilares do logicismo (Frege, Russell e Dedekind)
3.1. A posigio de Frege e de Russell”

Um problema dos mais fundamentais que os defensores da tese logicista tiveram que
enfrentar dizia respeito ao préprio conceito de nimero. E a solu¢do dessa aporia veio por
intermédio de diferentes respostas.

Frege criou, em 1879, um sistema formal inteiramente sistematico e universalmente
aplicavel codificando todos os conceitos e processos logicos: sua Concertografia, em que ele
mesmo caracterizou nos termos de “uma linguagem formular do pensamento puro decalcada
sobre a Aritmética” (tal como no titulo completo da obra). Além dessa, também nos
Fundamentos da  Aritmética (1884) e nos volumes das ILeis Fundamentais da Aritmetica
(1893/1903), Frege buscou explicitar, dentro da estrutura de tal sistema formal, como os
nameros cardinais podem ser definidos. No entanto, para o filésofo de Jena, nos volumes
de suas Leis Fundamentais da Aritmética, nogoes tais como a de “classe” e de “correspondéncia”
nio seriam assim tdo usuais na légica ou redutiveis as nogoes logicas reconhecidas.” Frege
acreditava, portanto, que para o fundamento logico dessas nogdes de classe e
correspondéncia, nas nogoes logicas de “conceito” e “extensao”. A existéncia de tal extensao
para cada conceito satisfaz o principio de que, por exemplo, dois conceitos tém a mesma
extensao se e somente se todo objeto que cai sobre um ou outro também cai sobre o outro.
Um tal principio foi fundamental em sua logica, bem como o foi no que se refere a sua
proposta de fundamentagao da aritmética.

Outro autor que seguiu passos similares aos de Frege, dando seguimento a
formulaciao das nocdes aritméticas em termos de “classes”, foi Bertrand Russell. Do fil6sofo
inglés ¢ conveniente aos nossos interesses retomar a licao a seguir dos Principios da
Matemtica” Segundo o filésofo inglés, duas classes A, B sio ditas “equinuméricas” se, para

alguma relacao R:

27 A escolha por trazer no mesmo item os nomes de Frege e Russell ¢ intencional: trata-se de trazer o ponto
em comum entre eles para que, nos proximos itens, sejam exploradas as posicoes criticas de Dedekind e Cassirer
sobre os dois autores. No dltimo item deste artigo sera visto que Cassirer explora, de modo ctitico, a posi¢do
“platonica” dos dois autores em matematica, em particular sobre o conceito de numero, na medida em que
preserva uma ideia de nimero enquanto uma coisa ou substancia.

28 Cf. FREGE (1893, 1903). Ademais, nos dois primeiros volumes das Leis Fundamentais da Aritmética Frege
projetou um sistema completo para o tratamento da aritmética, incluindo uma teoria dos numeros reais.

29 Cf. a proposito toda a “Parte I” do livro de Russell.
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1. Para cada elemento x de A existe um elemento y de B tal que x tem a relacio R
para y, mas para nenhum outro elemento de B e

2. Para cada elemento y de B existe um elemento x de A tal que x, mas nenhum
outro elemento de A, tem a relagdo K para j.

Diz-se que R ¢ uma relagdo “um para um” entre A e B. Por sua vez, “equinumérico”,
como definido, é uma relacio binaria que se mantém entre certas “classes”. Ser
113 < L 2 : ’ .

equinumérico” com uma determinada classe A ¢, portanto, uma propriedade que certas
classes possuem.
o uso de Frege, a extensao dessa propriedade (ou conceito) — e, portanto, a classe

N de Frege, t d iedad it , portanto, a cl
de todas essas classes — é chamada de “o numero da classe .4”. Dessa maneira, ¢ possivel

efinir nimeros individuais como “objetos”, em termos puramente logicos. Quanto ao
defini individuai “objetos”, t te 16gi t
conceito geral de nimero “» é um nimero”, significa que ha alguma classe .4 tal que 7 é o

numero da classe A.

3.2. A posi¢ao de Dedekind

Richard Dedekind foi outro dos autores que vinha trabalhando nesse projeto de
“tornar a matematica parte da logica”. Dos paralelismos mencionaveis entre ele, Frege e
Russell, tenha-se presente a no¢ao central que tratada no item anterior, a saber, a de “classe”.
Embora o matematico alemao nao use o mesmo nome encontrado nos outros dois (ze.,
classe), mas sim o de “sistema”, esse conceito também foi central na teoria de Dedekind. No
ano del888, ele o define da seguinte maneira:

Tal sistema S (um agregado de coisas, uma multiplicidade, uma totalidade),
enquanto um objeto do nosso pensamento é completamente determinado
quando, em relagdo a tudo, é determinado se é um elemento de § ou nio.
O sistema § ¢, portanto, o mesmo que o sistema T, em simbolos § = T,
quando todo elemento de S é também um elemento de T, e todo elemento
de T é também um elemento de . Para uniformidade de expressio é
vantajoso incluir também o caso especial onde um sistema § consiste em
um unico (um e somente um) elemento 4, isto é, @ é um elemento de 5, mas

toda coisa diferente de # nao é um elemento de S. 30

30 DEDEKIND (1888) P. 45.
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3.2.1. Os anos de 1872 até 1888

Qualquer manual de histéria da matematica confirma que Dedekind foi um dos
matematicos mais criativos e influentes do século dezenove.” Entre os historiadores dessa
disciplina, ele é quase sempre lembrado pelos seus trabalhos pioneiros em algebra e teoria
algébrica dos nimeros. Para além desses feitos, o trabalho do matematico alemao também
foi fundamental entre os filésofos de seu tempo, como ¢é no caso de Cassirer. Em especifico
na filosofia do neokantiano, seus dois os escritos sobre os fundamentos da matematica — o
Stetigkeit und irrationale Zahlen (1872) e Was sind und was sollen die Zablen? (1888) — sao retomados
com frequéncia. O primeiro deles diz respeito aos numeros reais, construidos a partir dos
nimeros racionais como um campo ordenado completo, enquanto o segundo introduz os
nimeros naturais, baseados na nogao de “sistema simplesmente infinito” (ssz).

Em 1872, ele comeca comparando a linha geométrica dada intuitivamente com o
sistema de nimeros racionais concebidos como um sistema ordenado. Prescindindo das
intui¢Ges geométricas a partir de entao, ele define o que significa para os racionais serem
densamente ordenados. Ele também distingue tal densidade explicitamente da continuidade
(integralidade da linha) por meio de sua nogao de corte; e aponta, por fim, que o sistema
de racionais nao ¢ continuo, ze., nem todo corte ¢ determinado por um numero racional
(p.ex., o corte correspondente a x? < 2). Em seguida, ele considera o conjunto de todos os
cortes nos nameros racionais que podem ser dotados de operagdes de adicdo e
multiplicagdo juntamente com um ordenamento préprio; todos induzidos por
caracteristicas correspondentes do sistema de racionais. Depois disso, ele mostra que os
resultados sao um campo ordenado que ¢ continuo em relagao ao seu ordenamento e outro
no qual o sistema de nimeros racionais pode ser incorporado naturalmente (através de um
homomorfismo injetor para campos ordenados).

Em resumo, o objetivo principal do ensaio de 1872 de Dedekind foi cumprido na
medida em que ele nos fornece uma introdugao sistematica dos numeros reais, com base
nos numeros racionais e em certas construgdes de conjunto teérico ou “logicas”. Isso foi
feito de tal forma que todos os teoremas centrais a analise real foram provados. Como tal,
tratou-se também de uma contribuicdo para a “aritmetizagao da analise” no século

dezenove, como visto outrora. Aritmetizacao implica aqui que tudo o que precisamos patra

31 Cf. FERREIROS (1999).
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analise sdo os numeros naturais, juntamente com algumas leis gerais do pensamento
pressupostas. Dedekind tinha em mente que os nimeros racionais podem ser construidos
a partir dos inteiros, e entdo os inteiros fora dos numeros naturais, em cada caso como
(classes de equivaléncia de) pares, completando assim essa “aritmetizagao”.

Contudo, ficam as questOes: e os numeros naturais em si? ou seja, qual é a
“natureza e fun¢ao” deles? Mais ainda, o que dizer das constru¢oes teoricas estabelecidas
a0 longo do caminho, por exemplo, ao formar o sistema de todos os cortes? Para dar conta
de responder essas questdes, Dedekind dedica — o pequeno em tamanho, porém
extremante denso em conteddo — ensaio de 1888. Nesse texto, basicamente, o matematico
tinha como objetivo mostrar que sim ¢ possivel levar a aritmetizacao da andlise um passo
adiante, para uma completa “logicizacao”. Todos os resultados do ensaio de 1872 de
Dedekind tornaram-se padrao standard em apresentagoes posteriores dos fundamentos
(classicos) da analise real e em sua reconstrucao tedrica. Dentro da teoria dos conjuntos,
por exemplo, o proximo passo a ser dado seria o de identificar o campo ordenado de
nameros reais com o sistema de cortes construido para fins matematicos. No entanto, nao
foi exatamente que fez Dedekind no ano de 1888. Ao invés disso, ele acrescenta mais um

passo a seu projeto, valendo-se da nogao de “criagao livre”; que foi assim descrita:

Sempre que, entdo, temos a ver com um corte (A7, A2) produzido por
nenhum numero racional, criamos um novo, um numero irracional «, que
consideramos completamente definido por esse corte (A7, A2); diremos
que o nimero a corresponde a este corte, ou que produz este corte. 32

Se ampliado o panorama tedrico e se pensar na “teoria dos conjuntos” e, em

b

particular, o procedimento de Zermelo, nota-se que ao final das contas ele é proximo daquele

de Dedekind. Com as diferencas de que ele comeca com o numero 0, nao com 1 e ao fato
b

de que Dedekind nao identificou sua nog¢ao de “ss7” construido inicialmente com os nimeros

naturais (IN) com os sistemas correspondentes, que se encontrariam em Zermelo. Nesse

sentido, o autor de Was sind und was sollen die Zahlen usa novamente a nocio de “criacao”:

Se na consideragdao de um sistema simplesmente infinito N colocado em

ordem por uma funcdo ¢ — nds negligenciamos inteiramente o carater

2 DEDEKIND (1888) P. 15.
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especial dos elementos, meramente retendo sua distinguibilidade e
levando em conta apenas as relagOes entre si nas quais eles sao colocados
pela ordem, definindo a fungido ¢, entdo sio esses elementos chamados
numeros naturais ou numeros ordinais ou simplesmente nimeros, € o
elemento base 7 é chamado de nimero-base da série numérica N. Com
referéncia a essa liberacio dos elementos de todos os outros conteudos
(abstragdo) estamos justificados em chamar os nimeros de uma “cria¢io

livte” da mente humana.33

Nesse ensaio, ap6s a prova de que quaisquer dois infinitos simples sao isomorficos,
Dedekind justifica essa introdugao dos numeros naturais observando que quaisquer teoremas
que se aplicam a um infinito simples possuem validade perfeitamente geral para qualquer
outro. Assim, seu procedimento ¢ invariante sob a escolha do infinito simples no inicio. O
que o matematico esboga, em outras palavras, ¢ uma concepgao estruturalista dos numeros.

Por fim, os dois textos de Dedekind constituem investigacoes fundamentais, quer
dizer, estudos sistematicos das nog¢des e principios sobre os quais a aritmética — no sentido
amplo: dos numeros naturais através dos nimeros inteiros e racionais aos numeros reais —
pode e deve (como o titulo do ensaio de 1888 sugere) ser baseada. Ademais, eles também

foram esforgos legitimos ao estabelecimento da aritmética enquanto “parte da logica”.

4. A variante neokantiana: Cassirer e sua apropriagdo de Dedekind

Neste momento do texto, serdo apontados, por um lado, o exato ponto de
convergéncia entre Cassirer ¢ Dedekind e, por outro, o ponto de divergéncia entre o
neokantiano e o logicismo de Frege/Russell. Isso sera feito tendo em vista a ultima tarefa
deste artigo: apresentar as razoes de Cassirer para esses acordos e desacordos.

Para isso, vele comecar com duas passagens de Cassirer em seu ensaio Conceito de
Substincia Conceito de Fungio: investigacoes sobre as questies fundamentais da Critica do conbecimento
(SF), de 1910:

1. Em seu trabalho, Was sind und was sollen die Zablen, Dedekind mostrou
como a construgio completa da aritmética e a exaustiva exposi¢ao do

seu conteddo cientifico sdo possiveis partindo desses principios

3 DEDEKIND (1888) P. 15.
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simples. Nio tracaremos em detalhes o desenvolvimento matemadtico
desse pensamento, nos contentaremos meramente em enfatizar sua
tendéncia essencial, uma vez que ndao estamos interessados no
conceito de numero em si mesmo, mas como um exemplo da
estrutura de um “conceito funcional” puro.3

2. O que aqui ¢é dito [Ze., os trabalhos de Dedekind] é exatamente o
seguinte: que existe um sistema de objetos ideais cujo contetdo
integral é exaurido em suas relagbes mutuas. A “esséncia” dos
numeros esta completamente expressa em suas posi¢des. E o conceito
de posicio deve, antes de tudo, ser entendido em sua maior
universalidade e extensdo logica. A distincdo exigida para os
clementos apoia-se em condi¢Ges puramente conceituais, nio em
condi¢des sensério-intuitivas. A intui¢io do tempo puro sobre a qual
Kant baseou o conceito de numero é, de fato, desnecessaria. Na
verdade, pensamos os membros da série numérica como uma
sequéncia ordenada, mas essa sequéncia nada contém do carater
concreto da sucessdo temporal. O trés ndo “segue” o dois como o
relampago o trovao, pois nenhum deles possui qualquer tipo de
realidade temporal, mas, simplesmente, uma constitui¢io 16gica ideal.
O significado da sequéncia limita-se ao fato de que o dois entra como
uma premissa na determinacio do trés, de modo que o significado de
um conceito s6 pode ser explicado a partir do outro. O menor nimero
¢ “pressuposto” pelo maior e fora disso ndo existe qualquer relacao
fisica ou psicolégica de mais cedo ou mais tarde, mas uma relacio pura

de dependéncia conceitual sistematica.’

As palavras de Cassirer expressam aquilo que ele interpreta como sendo o mais
valioso na abordagem dedekindiana, a saber, sua proposta matematica na qual se leva em
conta de modo quase exclusivo um determinado sistema de relagdes e este determina o
objeto, e nao o contrario. Esse aspecto, corrobora exatamente com o que Cassirer

compreende por ciéncia, ze., um sistema de relagdes.” Portanto, a ideia basica de Cassirer de

3 CASSIRER (1910), p. 36

3% CASSIRER (1910), p. 39.

36 Cf. a propésito o terceiro volume da obra maior de Cassirer, sua Filosofia das Formas Simbilicas, CASSIRER
(1929). Nela, o autor explora de modo exaustivo esse carater “relacional” da ciéncia, cujo inicio toma corpo em
SF (1910).
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que os nimeros niao sao “objetos” ou “coisas” se origina no pensamento do matematico
alemao, em que é defendida a tese de que os objetos matematicos sao posi¢oes em estruturas;
e que todas as propriedades essenciais de um numero natural particular sio propriedades
relacionais entre ele (0 nimero) e 0s outros nUMeros.

Além disso, outro ponto central relativo a diferenca entre Cassirer e esses autores
aparece no modo através do qual ele rejeita os projetos filoséficos de Frege e Russell.
Segundo o neokantiano, o logicismo desses autores (grosso 70do, a tentativa de explicar o status
a priori da matematica através de sua reducdo a seus novos sistemas logicos) nem sequer
levanta a questdo apropriada sobre o status epistemoldgico da matematica. Seu verdadeiro
carater é exibido na maneira em que a especificacao funcional da matematica estendida as
ciéncias matematicas da natureza. Dito de outra forma: as relagdes que sio dadas através de
fun¢oes matematicas também objetivam o mundo fisico. Para um neokantiano, a matematica
sempre esta em funcio da fisica.

Um ultimo aspecto da critica de Cassirer refere-se a rejeicio da metafisica da
transcendéncia, ou seja, a existéncia absoluta de coisas-em-si. Cassirer defendeu (como Kant
havia defendido) que o tnico conhecimento a priori possivel é aquele relativo as condi¢oes
de possibilidade da experiéncia e nunca aos objetos transcendentes.’” E por tal razio que
Cassirer chega as suas conclusoes quanto a matematica, em particular aquela em que o objeto
dessa disciplina é a relagdio e ndo a coisa, ou no caso dos “platonicos matematicos”, os

numeros enquanto objetos em si.
5. Consideragées finais

O século dezenove foi um periodo marcado por diversas mudangas no campo das
ciéncias. Procurou-se aqui langar alguma luz ao inicio de um capitulo dessa histéria: a luta
anti-intuicionista na filosofia da matematica no século dezenove. Para isso, o ponto inicial (e
intencional) foi a reagao a filosofia da matematica de Kant. Foi visto que uma mirfade de
pensadores — matematicos e filbsofos — trabalharam, entre outras coisas no projeto de fazer
com que certos conceitos existentes em matematica alcangassem um rigor maior do que
outrora. Para isso, e a partir da uma reforma ocorrida na logica, a matematica passa a ser

fundada na légica; prescindindo daquelas intui¢oes de matriz kantiana, do século anterior.

37 CASSIRER (1910), p. 276-277.
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Todo esse percurso foi feito em vistas de explicitar uma variante desse projeto na filosofia
do neokantiano Ernst Cassirer.

Sua diferenca frente aos “logicistas classicos” se fez a partir da proposta de Richard
Dedekind. Foi visto também que embora Cassirer ndo tenha se mostrado de acordo com a
filosofia da matematica de Kant (e a teoria da intui¢ado pura), o neokantiano preservou
aspectos importantes do filésofo de Konigsberg, como, por exemplo, a recusa de qualquer
resquicio de uma metafisica da transcendéncia (o ponto explorado aqui da critica do

neokantiano as filosofias de Frege e Russell).
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